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Vorwort zur dritten und vierten Auflage. 


Seit dem Erscheinen der zweiten Auflage bin ich 
von so vielen Seiten her mit brieflichen Bemerkungen 
Uber das vorliegende Werkchen erfreut worden, dass 
es mir nicht möglich war, jedem Einzelnen zu ant- 
worten; ich spreche daher an dieser Stelle im All- 
gemeinen meinen Dank für alle jene Zuschriften aus. 
Soweit es ohne grössere Umgestaltung möglich war, 
habe ich die erwähnten Notizen benutzt, nament- 
lich da, wo es sich um genauere Ausdrucksweise 
oder bessere Anordnung handelte; zur Mitgabe von 
Uebungsaufgaben, Excursen u. dergl. konnte ich mich 
dagegen nicht entschliessen, weil hierdurch das Buch 
seinen Charakter, nur das Noth wendige und dieses 
ausführlich zu geben, verloren haben würde. Zufolge 
dieses Princips ist auch die trigonometrische Auf- 
lösung der cubischen Gleichungen, als nicht noth- 
wendig zur Trigonometrie gehörig, weggelassen und 
daflir die directe Berechnung der trigonometrischen 
Functionen (d. h. die Entwickelung der Reihen für 
sin v und cos v) im Anhänge zur Trigonometrie ge- 
zeigt worden. Dies halte ich nicht gerade für einen 
überflüssigen Luxus, denn einerseits liegt darin die 
tiefere Auffassung eines unzweifelhaft in die Geometrie 
gehörenden Problemes, andererseits braucht man die 
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' Anfänge jener Reihen bei den späteren Untersuchungen 
Uber sphärische Dreiecke von geringer KrUmmung, 
sowie bei verschiedenen Aufgaben des praktischen 
Zeichnens, wovon din Beispiel mitgetheilt worden ist. 

Fiir den Schulgebrauch des Buches wiederhole 
ich die Bemerkung, dass man beim ersten Unterrichte 
wohl thun wird, die -etwas schwereren §§14 und 15 
einstweilen zu überschlagen und durch eine, w 7 enn 
auch weniger strenge, doch fasslichere Erörterung 
Uber die Ausmessung gerader Linien zu ersetzen. 
Ebenso sind die Anhänge (S. 159 und S. 238) nur 
für geübtere Leser bestimmt. 

Dresden, am 1. September 1868. 

Srhlömilch. 


Vorwort zur fünften Auflage. 


Da mir bei der vorliegenden neuen Auflage keine 
Veranlassung zu durchgreifenden Aenderungen ge- 
geben war, so habe ich mich auf kleine Verbesse- 
rungen beschränkt, welche meistens den sprachlichen 
Ausdruck betreffen. 

Dresden, den 1. August 1873. 

Schlömilch. 
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EINLEITUNG. 


Die Vorstellung eines nach allen Seiten hin unbegrenzten 
Raumes bildet die Grundlage aller Untersuchungen, mit denen 
sich die Geometrie beschäftigt. Diese Untersuchungen selbst be- 
ziehen sich aber nicht auf die Eigenschaften des Raumes als 
eines Ganzen, sondern vielmehr auf die Eigenschaften derjenigen 
Gegenstände, welche im Raume gefunden oder wenigstens darin 
gedacht werden können. Auch hier beschränkt sich die Geo- 
metrie in so fern, als sie nur eben die aus der Räumlichkeit 
jener Gegenstände hervorgehenden Eigenschaften derselben be- 
trachtet, dagegen von ihrem materiellen Inhalte völlig absieht. 
Nenneu wir dasjenige, was von den räumlichen Gegenständen 
übrig bleibt, wenn man sich die materiellen Bestandteile und 
deren Eigenschaften (Farbe, Schwere, Elasticität u. s. w.) hinweg- 
genommen denkt, der Kürze wegen „eine räumliche Gestalt“, 
so können wir sagen: die Geometrie ist die Wissenschaft 
von den räumlichen Gestalten. 

Vorausgesetzt wird hierbei, dass man die Grundeigenschaften 
des Raumes bereits kenne; diese sind: 1) Ausdehnung nach 
den drei verschiedenen Richtungen der Länge, der Breite 
und der Höhe (Dicke oder Tiefe), welche man die drei Dime n- 
mensionen des Raumes zu nennen pflegt; 2) Unendlich- 
keit, so dass also die Möglichkeit räumlicher Gegenstände nir- 
gends aufhört; 3) Stetigkeit (Continuität), derzufolge an keiner 
Stelle eine Unterbrechung des Raumes vorhanden ist; endlich 
4) Gleichartigkeit aller Theile des Raumes, vermöge wel- 

Schl um il ch, Geometrie I. 5. Aufl. 1 
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eher verschiedene Räume als Theile eines und desselben unend- 
lichen Raumes angesehen werden können. 

Denkt man sich aus dem unendlichen Raume ein nach allen 
Seiten hin begränztes Stück desselben ausgesondert, so erhält man 
einen geometrischen Körper, die inhaltlose Form eines physi- 
schen Körpers; die Gränzen jenes Körpers heissen Flächen, 
jlie Gränzen der Flächen sind die Linien, die Gränzen der Li- 
nien endlich sind die Punkte. Der Körper besitzt, wie der 
Raum selbst, drei Dimensionen, die Fläche dagegen nur zwei 
derselben: Länge und Breite, während ihr die Dicke fehlt; die 
Linie hat nur eine einzige Dimension: die Länge; der Punkt 
endlich gar keine, er ist völlig ausdehnungslos und dient nur, 
um eine Stelle im Raume zu bezeichnen, ohne selbst irgend 
einen Theil des Raumes zu umfassen. 

An die Erklärungen, welche wir so eben von den verschie- 
denen räumlichen Gestalten (Körper, Fläche, Linie, Punkt) ge- 
geben haben, knüpft sich sogleich eine Folgerung, wenn man 
sich erinnert, dass die Gränze, eines Gegenstandes nicht ein Theil 
desselben ist, sondern im Gegentheil angiebt, wo jener Gegen- 
stand sein Ende findet; es folgt nämlich aus dieser Bemerkung, 
dass kein Theil eines Körpers eine Fläche, kein Theil einer 
Fläche eine Linie und kein Theil einer Linie ein Punkt sein 
kann, dass sich also auch umgekehrt aus Punkten keine Linie, 
aus Linien keine Fläche und aus Flächen kein Körper zu- 
sammensetzen lässt. Wohl aber kann durch stetige Be- 
wegung eines Punktes eine Linie beschrieben oder con- 
struirt werden (indem man die Linie gewissermaassen als die 
Spur ansieht, welche der Punkt hinter sich zurücklässt), ebenso 
durch stetige Bewegung der Linie eine Fläche und durch stetige 
Bewegung der Fläche ein Körper. 

Die genannte Entstehungsweise der geometrischen Gestalten 
führt von selbst auf einige der wichtigsten Grundbegriffe der 
Geometrie. Soll nämlich ein Punkt sich stetig fortbewegen, um 
eine Linie zu beschreiben, so muss er die Stelle des Raumes, 
an welcher er sich befindet, verlassen und sich nach einer an- 
deren Gegend des Raumes begeben, d. h. er muss in irgend 
einer Richtung weiter gehen. Hierbei können nun zwei Fälle 
eintreten; entweder nämlich behält der Punkt bei seiner Be- 
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wegung die einmal eingeschlagene Bichtung fortwährend bei oder 
nicht, wodurch natürlich verschiedene Linien entstehen. Im 
ersten Falle nennt man die beschriebene Linie eine gerade 
Linie oder kurzweg Gerade, und kann daher sagen: die ge- 
rade Linie ist diejenige, welche durchaus nach 
einer und derselben Bichtung verläuft; da ferner we- 
gen der unendlichen Ausdehnung des Baumes jenem Verlaufe 
nirgends ein Hinderniss entgegensteht, so kann jede Gerade als 
unbegränzt gedacht werden. Wenn dagegen die Bewegung 
des stetig fortrückenden Punktes nicht in einer und derselben 
Bichtung vor sich geht, so ist zu unterscheiden, ob die Linie 
ihre Bichtung sprungweis, oder stetig, oder bald sprungweis und 
bald stetig ändert, und dann treten folgende Benennungen ein: 
eine Linie heisst eine gebrochene, wenn sie sprung- 
weis ihre Bichtung ändert, also aus Theilen besteht, 
welche, für sich betrachtet, gerade sind; sie heisst eine krumme 
Linie, wenn sie fortwährend ihre Bichtung ändert, 
mithin kein Theil von ihr gerade ist; sie heisst endlich eine 
gemischte, wenn sie ihre Bichtung bald sprungweis, 
bald stetig ändert, d. h. aus geraden und krummen Linien 
zusammengesetzt ist. 

Lässt man weiter die Gerade sich stetig fortbewegen, so 
entsteht eine Fläche, auf welcher sich stellenweis nach bestimm- 
ten Bichtungen gerade Linien ziehen lassen; eine solche Fläche 
nennt man eine Begelfläche. Die wichtigste unter diesen 
Flächen ist die ebene Fläche oder Ebene; sie entsteht, 
wenn eine Gerade sich so bewegt, dass sie immer durch einen 
festen Punkt geht und zugleich an einer gegebenen Geraden 
hingleitet. Legt man durch irgend zwei Punkte einer solchen 
Fläche eine Gerade, so gilt von dieser der Grundsatz, dass sie 
ihrer ganzen Ausdehnung nach in die Ebene fällt; auf einer 
Ebene können daher nach allen Bichtungen Gerade 
gezogen werden. Jede Fläche, welche diese Eigenschaft nicht 
besitzt, wird als eine krumme Fläche bezeichnet. Besteht 
die Fläche aus Theilen, welche, für sich betrachtet, Ebenen sind, 
so kann man sie eine gebrochene Fläche nennen; eine ge- 
mischte Fläche endlich wäre eine solche, die aus ebenen und 
krummen Flächen zusammengesetzt ist. 

l* 
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Nachdem wir uns mit den verschiedenen räumlichen Ge- 
stalten, welche den Gegenstand der Geometrie bilden, im All- 
gemeinen bekannt gemacht haben, liegt es uns ob, genauer auf 
die Betrachtung der einzelnen Arten jener Gestalten einzugehen, 
um ihre etwaigen Eigenschaften zu erforschen. Dies gäbe eigent- 
lich vier verschiedene Abtheilungen : die Lehre von den Punkten, 
von den Linien, von den Flächen und von den Körpern. Nun 
bietet aber der Punkt so wenig Stofl' zu einer wissenschaftlichen 
Untersuchung dar (wir haben in der That schon Alles gesagt, 
was sich überhaupt von ihm sagen lässt), dass diese Abtheilung 
sehr dürftig ausfallen würde, ausserdem setzt auch die Aufstel- 
lung mehrerer Punkte und ebenso die mehrerer Linien schon 
die verschiedenen Dimensionen des Raumes (also die Lehre von 
den Körpern) so nothwendig voraus, dass man sich zu einer 
Abänderung jener Eintheilung genöthigt gesehen hat und die 
Geometrie in nur zwei Haupttheile zerspaltet. Der erste von 
ihnen, die Geometrie der Ebene oder Planimetrie, be- 
schäftigt sich mit denjenigen Raumgestalten, welche in einer 
Ebene Platz finden, der zweite dagegen, die Geometrie 
des Raumes oder Stereometrie, betrachtet solche räumliche 
Gestalten, welche alle drei Dimensionen des Raumes voraus- 
setzen, also nicht in einer Ebene construirt werden können. 
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ERSTES BUCH. 


Die geradlinigen Gebilde. 


Cap. I. 

Die Entstehung der geradlinigen Gebilde. 


§ 1 . 

Eine Gerade. 

Die Eigenschaften der geraden Linie sind fast sämmtlich so 
ursprüngliche und einfache, dass sich von denselben kein Be- 
weis, sondern nur ein Nachweis geben lässt, indem man zeigt, 
wie unzertrennlich dieselben mit der Vorstellung der Geraden 
Zusammenhängen. 

a. Das einzige Merkmal, welches wir an einer unbegrenz- 
ten Geraden wahrnehmen, ist ihre Richtung. Gleichwohl reicht 
die Kenntniss dieser Richtung nicht hin, um die Gerade selbst 
so unzweifelhaft zu bestimmen, dass man sie von jeder anderen 
Geraden sogleich unterscheiden würde. Es kann nämlich meh- 
rere Gerade geben, welche dieselbe Richtung besitzen, ohne des- 
halb mit jener völlig einerlei zu sein; man erhält in der That 
solche Gerade, wenn man von verschiedenen Punkten des Raumes 
aus jedesmal nach einer und derselben Richtung fortgeht. Ist 
dagegen ausser der Richtung der Geraden noch der Punkt be- 
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kannt, von welchem sie aus- oder durch welchen sie hindurch- 
geht, so kann kein Zweifel mehr über die Lage der Geraden 
sein, d. h.: Eine Gerade ist ihrer Lage nach bestimmt, 
sobald ein Punkt in ihr und ihre Richtung gegeben 
sind. Hieraus folgt unmittelbar, das alle Geraden, welche nach 
einer und derselben Richtung durch einen und denselben Punkt 
gehen, völlig in einander fallen oder, wie man zu sagen pflegt, 
sich decken. 


b. Nehmen wir, statt eines Punktes, zwei Punkte (.4 und B) 
in einer geraden Linie an, so sondert sich aus der unbegrenzten 
pig j Geraden ein begrenztes Stück (eine so- 

j ^ genannte Strecke) aus (die Gerade zwischen 

A und B), von welcher jene Punkte die 
Endpunkte sind. Ueber diese begrenzte Gerade gelten folgende 
Grundsätze, erstens: zwischen zwei gegebenen Punkten 
ist nur eine einzige Gerade möglich (wohl aber beliebig 
viele krumme Linien), und zweitens: von allen Linien zwi- 
schen zwei Punkten ist die gerade Linie die kür- 
zeste. Man nennt daher auch die gerade Linie zwischen zwei 
Punkten den Abstand oder die Entfernung der beiden 
Punkte von einander und bezeichnet eine Gerade dadurch, dass 
mau die an ihre Endpunkte gesetzten Buchstaben in der Rede 
wie in der Schrift unmittelbar auf einander folgen lässt (AB 
i. B. bedeutet die Gerade zwischen A und B). 


c. Von den beiden Merkmalen einer begrenzten geraden 
Linie (Richtung und Länge) ist nun jedes einer Veränderung 
fähig. Geht die Gerade, welche von einem gegebenen Punkte 
ausläuft, in eine andere Richtung über, ohne jedoch ihren An- 
fangspunkt zu verlassen, so sagt man, sie habe sich um ihren 
Anfangspunkt gedreht; Drehung ist demnach Verände- 
rung der Richtung. Behält die gerade Linie bei dieser Be- 
wegung auch noch ihre Länge bei, so beschreibt ihr Endpunkt 
eine Linie, welche die Eigenschaft besitzt, dass jeder ihrer 
Punkte von dem festen Anfangspunkte der Geraden gleich weit, 
und zwar um die Länge der unveränderlichen Geraden, entfernt 
liegt; die so entstehende Linie heisst ein Kreis, der feste 
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Punkt: sein Mittelpunkt oder Centrum; und die unver- 
änderliche Gerade: sein Halbmesser oder Radius. 

d. Aendert zweitens die Gerade ihre Grösse, so tritt eine 
Verlängerung oder Verkürzung derselben ein; so kann die Ge- 
rade AB so weit verlängert werden, dass sie die neue Grösse 
AC erhält, also um die Strecke BC zugenommen hat. Man 
nennt dann AG die Summe von AB und BC (in Zeichen: 
AC — AB -f- BC) und umgekehrt Hi? die Differenz zwischen 
AC und BC (AB = AC — BC). Geschieht die Zunahme so, 
dass die Gerade um ihre eigene Grösse mehrmals nach einander 
verlängert wird, so vervielfacht man die Gerade; wenn z. B. 
AB — BC = CD u. s. w. ist, hat man Fi 2 

AC — 2 AB, AD = 3 Hi? u. s. f. Um- , — * , , , , , 

gekehrt muss es auch möglich sein,' eine 4 B c n s F a 
gegebene Gerade in eine vorgeschriebene Anzahl gleicher Theile 
zu t heilen; denn gesetzt, der « to Theil einer gegebenen Ge- 
raden wäre nicht angebbar, so würde auch das Doppelte, Drei- 
fache, Vierfache u. s. w. dieses « Un Theiles nicht anzugeben 
sein. Unter diesen auf einander folgenden Vielfachen kommt 
aber auch das «fache jenes w ten Theiles vor und mithin wäre 
das «fache vom n Ua Theile einer Geraden, d. h. die Gerade 
selber, nicht angebbar, was der Voraussetzung widerspricht, 
dass die Gerade gegeben vorliegt. — Passen wir nun das Bis- 
herige zusammen, so dürfen wir sagen: Es ist jederzeit 
möglich, Gerade von gegebenen Längen zu addiren, 
zu subtrahiren, zu vervielfachen und zu theilen. 


§ 2 . 

Zwei Gerade. 

Da sich an einer begrenzten Geraden die beiden Merkmale 
Richtung und Länge unterscheiden lassen, so kann man zwei 
Gerade auf doppelte Weise mit einander vergleichen, indem 
man entweder ihre Richtungen oder, im Fall beide begrenzt 
sind, ihre Längen in’s Auge fasst. Hier soll nur die erste dieser 
Vergleichungen vorgenommen werden, die zweite dagegen über- 
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lassen wir dem späteren Capitel von der Ausmessung gerad- 
liniger Gebilde. Hinsichtlich der Kichtungen zweier Geraden 
sind nun zwei Fälle möglich ; entweder nämlich haben beide 
Gerade eine und dieselbe Richtung, oder sie laufen nach ver- 
schiedenen Richtungen. 

I. Zwei gerade Linien, welche gleiche Richtung besitzen, 
ohne in einander zu fallen, wie z. B. AB und A'B 1 , heissen 

Fig. 3. Parallelen, was durch AB |l AB' be- 

zeichnet wird. Man bemerkt leicht, dass 
zwei solche Gerade immer neben einander 
herlaufen und niemals Zusammentreffen, wie 
weit man sie auch verlängern möge. Denn gesetzt, sie kämen 
in dem Punkte 0 zusammen, so hätten wir zwei Gerade, welche 
durch einen und denselben Punkt gingen und zufolge der Vor- 
aussetzung einerlei Richtung besässen; dergleichen Gerade fallen 
aber nach § 1, b. völlig in einander, und das widerspricht der 
Voraussetzung; mithin können die Geraden AB und A'B' nicht 
zugleich durch den Punkt 0 gehen, d. h. Parallelen tref- 
fen nie zusammen, wie weit man sie auch verlän- 
gern möge. 

Kennt man von zwei parallelen Geraden die eine, von der 
anderen aber nur einen Punkt, wäre also z. B. die Gerade AB 
gegebeu und ausser ihr der Punkt P, so ist die Lage der zwei- 
ten Parallele (A'B') vollkommen bestimmt ; denn einerseits weiss 
man, dass sie durch einen gegebenen Punkt (P) gehen soll, 
andererseits kennt man ihre Richtung, weil die letztere mit der 
Richtung der ersten Geraden (AB) übereinstimmen soll, und 
folglich hat man nach §1, b. den Satz: Zu einer gegebenen 
Geraden lässt sich durch einen ausser ihr liegenden 
Punkt jederzeit eine, aber auch nur eine, Parallele 
ziehen. 

II. Weit mannichfaltiger ist der zweite Fall, wenn die 
beiden Geraden verschiedene Richtungen (in einer Ebene) be- 
sitzen. Hier stellen wir den Grundsatz auf: Gerade von ver- 
schiedenen Richtu ngen in einer Ebene müssen, hin- 
reichend verlängert, nothwendig Zusammentreffen; 



ii 



sie haben dann einen, aber auch nur einen, Punkt 
mit einander gemein*). 

Sind nun die Geraden wirklich soweit verlängert, dass sie 
in einem Punkte Zusammentreffen, wie z. B. 

AB und CB in 0, so entsteht an diesem 
Punkte ein neues geometrisches Gebild : 
der Winkel. Dieser zeigt an, um wie- 
viel die Richtungen der Geraden AB und A w 

CD von einander abweichen; ein Winkel bestimmt also 
den Unterschied zwischen den Richtungen zweier 
Geraden, welche in einem Punkte Zusammentreffen oder von 
letzterem ausgehen. Die Geraden, von welchen der Winkel ge- 
bildet wird, heissen seine Schenkel, und der Punkt, in wel- 
chem sie Zusammentreffen, der Scheitel oder die Spitze des 
Winkels. Bezeichnet wird ein Winkel entweder, wenn keine 
Verwechselung möglich ist, durch einen einzigen an seinen Scheitel 
gesetzten Buchstaben (0), oder durch einen kleinen zwischen 
den Schenkeln angebrachten Buchstaben (a), oder durch drei 
Buchstaben, vofi denen zwei an den Schenkeln und einer an 
dem Scheitel stehen; jedoch ist hierbei die Regel festzuhalten, 
dass der Scheitelbuchstabe jederzeit den mittelsten Platz erhalten 
muss (also AOC oder COA, oder BOB oder DOB). Statt des 
Wortes „Winkel“ pflegt man gewöhnlich das einfache Zei- 
chen Z zu setzen. 


*) In den beiden oben ausgesprochenen Sätzen : 

1) Gerade von gleicher Richtung treffen nicht zusammen, 

2) Gerade von verschiedenen Richtungen treffen immer zusammen, 

ist angenommen, dass man die Gleichheit oder Ungleichheit der Richtungen 
von Hause aus (a priori) kenne, und man entscheidet daraus das Zusammen- 
treffen oder Nichtzusammentreffen der Geraden. Ebenso leicht kann auch 
umgekehrt verfahren werden, indem man von dem Zusammentreffen oder 
Nichtzusammentreffen der Geraden auf die Gleichheit oder Ungleichheit ihrer 
Richtungen zurückschliesst; nämlich: 

3) Zwei nicht zusammentreffende Gerade haben gleiche Richtung, 

denn wenn sie verschiedene Richtungen einschlügen, so müssten sie nach 
Nr. 2 Zusammentreffen, was gegen die Voraussetzung ist; 

4) Zwei zusammentreffendc Gerade haben verschiedene Richtungen, 

denn hätten sie gleiche Richtungen, so träfen sie nacli Nr. 1 nicht zusammen, 
was der Voraussetzung widerspricht. 
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Man kann sich die Entstehung des Winkels noch auf eine 
andere Weise denken, welche zwar von der vorigen nicht wesent- 
lich verschieden ist, aber die Einsicht in die Natur des Winkels 
Pig. 4. sehr erleichtert. Lassen wir nämlich eine 



Gerade OA sich um ihren Anfangspunkt 0 
drehen, bis sie in die Lage OC gelangt ist, 
so entsteht ebenfalls der Winkel AOC; 
man kann daher sagen: der Winkel AOC 
ist bestimmt durch die Grösse der 


Drehung, welche erfordert wird, um die Gerade OA in die 
Lage OC zu bringen. Zu demselben Winkel würde man auch 
gelangt sein, wenn man umgekehrt von der Geraden OC aus- 
gegangen wäre und diese in die Lage von OA zurückgedreht 
hätte; gleichwohl aber ist ein kleiner Unterschied zwischen diesen 
beiden Drehungen; beide haben zwar dieselbe Grösse, aber im 
ersten Falle geschah die Drehung rechts herum (wie bei der 
Schraube), im zweiten Falle links herum, und man muss daher bei 
einer Drehung ausser der Grösse noch die Drehungsrichtung 
berücksichtigen. Wir unterscheiden daher auch an dem Winkel 
die zwei Merkmale der Grösse und der Drehungsrichtung : die 
erste kann sehr verschieden sein, der letzten dagegen giebt es nur 
zwei einander entgegengesetzte (rechts herum und links herum). 

Es ist nun leicht einzusehen, dass zwei Winkel, welche 
durch gleich grosse Drehungen nach derselben Drehungsrichtung 
(man sagt auch: Drehungen in demselben Sinne) entstanden 
sind, völlig gleich sein müssen, wie denn überhaupt zwei Objecte, 
die in allen ihren Merkmalen übereinstimmen, gar nicht von 
einander unterschieden werden können. Dagegen ist ein Winkel 
grösser als der andere, wenn er durch eine grössere Drehung in 
in demselben Sinne hervorgebracht wurde. Denken wir uns z. B. 
die Gerade OA gedreht, bis sie in die Richtung OC kommt, 
und darauf die Drehung in derselben Richtung fortgesetzt bis zur 
Lage OE, so ist der Winkel A OE grösser, und zwar um den 
Winkel COE grösser, als der ursprüngliche Winkel AOC; wir 
nennen dann den Winkel AOE die Summe der Winkel AOC 
und COE (in Zeichen: /.AOE = / AOC -f- /COE) und um- 
gekehrt den WinkelJOC die Differenz zwischen den Winkeln 
AOE und COE (d. h. /AOC = / AOE — /COE). Lässt 
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man in demselben Sinne mehrere Drehungen auf einander fol- 
gen, welche sämmtlich von gleicher Grösse sind, so entstehen 
der Reihe nach Winkel, welche das Doppelte, Dreifache , Vier- 
fache u. s. w. des ursprünglichen Winkels ausmachen, und man 
kann daher einen Winkel beliebig vervielfachen. Umgekehrt 
wird man sich durch ganz ähnliche Schlüsse wie in § l, c. sehr 
leicht überzeugen, dass es jederzeit möglich ist, einen gegebenen 
Winkel in eine vorgeschriebene Anzahl gleicher Theile zu thei- 
len. Nach diesen Erörterungen dürfen wir sagen: Es ist jeder- 
zeit möglich, gegebene Winkel zu addiren, zu sub- 
trahiren, zu vervielfachen und zu theilen. 

a. Eintheilung der Winkel. Denkt man sich die 
Drehung der Geraden OA soweit fortgesetzt, Fig. 5. 

bis sie in die der ursprünglichen Lage ge- 
rade entgegengesetzte Lage OB kommt, so 
entsteht derjenige Winkel, welchen man 
den gestreckten Winkel nennt, und man 
kann daher die Erklärung aufstellen: der 
gestreckte Winkel ist derjenige , dessen Schenkel in einer 
geraden Linie einander entgegengesetzt liegen. Da der ge- 
streckte Winkel zu seiner Entstehung nicht eine beliebige, 
sondern eine ganz bestimmte Drehung erfordert, welche sich 
stets gleich bleibt (es ist immer die Drehung aus einer Lage 
in die entgegengesetzte), so folgt auf der Stelle, dass der ge- 
streckte Winkel der einzige seiner Art ist und mithin alle ge- 
streckten Winkel einander gleich sind. Die Hälfte des gestreck- 
ten Winkels (Z AOM) heisst der rechte Winkel, welcher eben- 
falls der einzige seiner Art ist. Beträgt ein Winkel weniger 
als ein rechter, so wird er ein spitzer genannt (z. B. Z AOS ); 
ein stumpfer Winkel dagegen ist ein solcher, welcher mehr 
als ein rechter ausmacht (z. B. LAQT). Man hat diese Eiu- 
theilung noch etwas weiter getrieben, indem man alle Winkel, 
welche kleiner als der gestreckte Winkel sind, unter der Benen- 
nung hohle oder concave Winkel zusammenfasste und da- 
gegen diejenigen Winkel, welche mehr als ein gestreckter Winkel 
betragen, erhabene oder convexe Winkel nannte. Der spitze, 
rechte und stumpfe Winkel gehören demnach zu den concaven 
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Winkeln; convex aber wäre z. B. der Winkel AOU, wenn man 
ihn dadurch entstanden denkt, dass sich die Gerade OA aus 
ihrer ursprünglichen Lage rechts herum bis zur Lage OU ge- 
dreht hat. Als Maass der Winkel benutzt man gewöhnlich den 
rechten Winkel und bezeichnet ihn einfach mit B; man sagt 
dann auch nicht „gestreckter Winkel“, sondern statt dessen 
„zwei rechte Winkel“, in Zeichen: 2 R. Selbstverständlich 
müssen dann spitze Winkel in Bruchtbeilen des rechten Win- 
kels ausgedrückt werden, z. B. | R, %R, § R u. s. w. 

Wegen der Unbequemlichkeit, welche namentlich bei der 
Addition, Subtraction, Multiplication und Division spitzer Winkel 
durch jene Ausdrucksweise entsteht, nimmt man in solchen Fällen 
einen Theil des Winkels zur Maasseinheit; dabei denkt man sich 
herkömmlicher Weise den rechten Winkel in 90 gleiche Theile 
getheilt und nennt einen solchen Theil einen Winkelgrad; 
der 60“ te Theil eines Grades heisst eine Winkelminute, der 
6ü ate Theil einer Minute eine Winkelsecunde, die man nö- 
tigenfalls in Zehntel, Hundertel u. s. f. weiter theilt. Für 
den Grad dient das Zeichen °, für Minute ', für Secunde ", wo- 
nach z. B. 18° 5' 37"9 soviel bedeutet wie 18 Grad, 5 Minuten, 
37 Secunden. Demzufolge ist 

±R = 45°, = 11» 15', ll R = 23° 54' 22"5, 

2 R = 180“, 3R = 270", iR == 360°. 


b. Nebenwinkel. Wir haben bisher die nach verschie- 
denen Richtungen laufenden Geraden nur soweit verlängert, dass 
sie eben zusammentrafen; um aber die Untersuchung über zwei 
derartige Gerade vollständig zu erledigen, müssen wir die Ge- 
raden (die Winkelschenkel) noch über jenen Punkt hinaus fort- 
setzen. Verlängern wir nun vorerst den einen Winkelschenkel 
Fig. 6. -40 über 0 hinaus, so entsteht ein zweiter 

/a’ Winkel A'OB, welcher der Nebenwinkel 
von AOB heisst ; umgekehrt nennt man auch 
den Winkel AOB den Nebenwinkel von A'OB. 

4 / \d' Es kommen, demnach die Nebenwinkel immer 

paarweis vor und sind daran kenntlich, dass 
sie einen Schenkel und den Scheitel gemeinschaftlich haben, 
während die anderen Schenkel in gerader Linie liegen. Berück- 
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sichtigt mau, dass der Winkel AOÄ ein gestreckter, also = 2 R 
ist, so folgt nach dem, was über die Addition -der Winkel ge- 
sagt worden ist, sogleich der Satz: Nebenwinkel betragen 
zusammengenommen immer zwei Rechte. Da alle ge- 
streckten Winkel einander gleich sind, so knüpft sich daran noch 
die Folgerung: Irgend ein Paar Nebenwinkel beträgt zu- 
sammen ebensoviel als irgend ein anderes Paar 
Nebenwinkel. 

Man kann den vorigen Satz auch umkehren; betragen näm- 
lich irgend zwei Winkel zusammen einen gestreckten Winkel, 
und legt mau sie so an einander, dass sie den Scheitel und einen 
Schenkel gemein haben, so müssen die Winkel zu Nebenwinkeln 
werden und die anderen Schenkel in einer geraden Linie liegen. 
Denn wäre dies nicht der Fall, so müsste der gestreckte Winkel 
(und soviel machen beide Winkel der Voraussetzung nach zusam- 
men aus) auch so beschaffen sein können, das3 seine Schenkel 
nicht in gerader Linie lägen, was aber der Definition des ge- 
streckten Winkels und der Bemerkung widerspricht, dass alle 
gestreckten Winkel gleich sind. 

c. Scheitelwinkel. Verlängern wir ausser dem ersten 
Winkelschenkel AO auch den zweiten BO über 0 hinaus, so 
entstehen noch zwei Winkel, unter denen derjenige, welcher von 
den Verlängerungen A'O und B'O der Schenkel des ursprüng- 
lichen W inkels gebildet ist, der Scheitelwinkel desselben ge- 
nannt wird ; ebenso heisst auch Z AOB der Scheitelwinkel von 
Z A' OB', so dass also Scheitelwinkel nur paarweis Vorkommen. 
Nach dem zweiten in b. erwiesenen Satz ist nun 

LAOB + LBOA' = LBOA! + LA OB', 
weil die links und rechts stehenden Winkel Nebenwinkel sind. 
Nimmt man beiderseits den sich selbst gleichen Winkel BOA! 
weg, so bleibt 

LAQB = LA OB', 

d. h. Scheitelwinkel sind einander gleich. 

Auch hier kann eine Umkehrung des Satzes eintreten und 
man wird sich durch sehr einfache Schlüsse ähnlich wie in b. 
überzeugen, dass zwei gleiche Winkel jederzeit als Scheitelwinkel 
betrachtet und in der That so an einander gelegt werden können, 
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dass der eine von den Schenkelverlängerungen des anderen ge- 
bildet wird. 


§ 3- 

Drei Gerade. 

* 

Vergleichen wir die Richtungen dreier in einer Ebene lie- 
genden Geraden, so sind drei verschiedene Fälle zu unterschei- 
den; entweder nämlich haben alle drei Gerade eine und dieselbe 
Richtung, oder zwei von ihnen laufen nach derselben Richtung, 
während die dritte Gerade eine andere Richtung einschlägt, oder 
endlich, jede der drei Geraden hat eine verschiedene Richtung. 
Von diesen drei Fällen bedarf der erste keiner weiteren Erörte- 
rung, denn es lässt sich von drei parallelen Geraden nur wieder- 
holen, was schon über zwei Parallelen gesagt ist, und wir wen- 
den uns daher sogleich zum zweiten Falle. 

I. Die Parallelentheorie. Haben die Geraden AB und 
AB' gleiche Richtung, laufen sie also parallel, und ist ausser- 


Fig. 7. 



dem die Gerade CD in einer von AB 
verschiedenen Richtung gezogen, so schnei- 
det nach dem in § 2, II. ausgesprochenen 
Grundsätze die Gerade CD jede der Ge- 
raden AB und AB', und es entstehen an 
den Durchschnittspunkten 0 und 0' im 
Ganzen acht Winkel : a, b, c, d, a , b', c', d'. 

Diese pflegt man auf verschiedene Art paar- 
weis zusammenzustellen; man nennt nämlich correspondi- 
rende Winkel diejenigen, welche auf denselben Seiten von AB 
und AB' und zugleich auf derselben Seite von CD liegen (so 
liegt z. B. a oberhalb AB, ebenso n oberhalb AB ' , und zu- 
gleich liegen a und a links von CD), und es sind daher die 
correspondirenden Winkel : 

a und a' 
b „ V 


e 

d 


d'; 
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lässt man ferner au die Stelle des einen von zwei correspondi- 
renden Winkeln seinen Scheitelwinkel treten (wechselt also), so 
entstehen. die Wechselwinkel, nämlich: 

a und c' 
b „ d' 
c „ a 
d „ b\ 

von denen man das erste und zweite Paar unter den Namen 
äussere Wechsel wiukel, sowie das dritte und vierte unter den 
Namen innere Wechselwinkel zusammenfasst; setzt man end- 
lich an die Stelle eines zweier correspondirenden Winkel seinen 
an derselben Seite von CB liegenden Nebenwinkel, so erhält 
man äussere und innere Winkel an derselben Seite, 
nämlich : 

a und d' 
b „ c 
c „ b' 
d ,, ß . 

Die Beziehungen, welche zwischen diesen Winkeln statt- 
finden, lassen sich auf folgendem Wege leicht entdecken. Da 
nach der Voraussetzung AB und A’B' gleiche Richtung be- 
sitzen, so ist auch 

die Richtung von OA = der Richtung von O'A' ; 

da ferner OC und O'C Theile einer und derselben Geraden sind, 
so muss 

die Richtung von OC = der Richtung von O’C 

sein; mittelst des Grundsatzes, dass Gleiches mit Gleichem ver- 
glichen Gleiches liefert, folgt hieraus auf der Stelle, dass der 
Unterschied unter den Richtungen von OA und OC gleich ist 
dem Unterschiede unter den Richtungen von O'A' und O'C. Die 
erste Richtungsdifferenz wird durch den Winkel AOC angezeigt, 
die zweite durch den Winkel A'O'C, und da beide Richtungs- 
unterschiede gleich sind, so muss auch Z AOC — Z A'O'C oder 
kürzer a = a' sein. Ebenso leicht würde man zu den Gleichun- 
gen b = b', c = c' und d = d' gelangen können und ist hiernach 
berechtigt, den Satz auszusprechen: Die correspondirenden 
Winkel sind einander gleich., 

Schl 5m i Ich, Geometrie I. 5. Aufl. '2 
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Da a = a und nach dein Satze von den Scheitelwinkeln 
a' — c' ist, so folgt a = c' und auf ganz ähnlichem Wege auch 
b = d', c — a und d — b\ d. h.: Wecliselwinbel sind 
einander gleich. 

Berücksichtigen wir endlich, dass a -f- b — 2 II und b = V 
ist, so folgt a + b' — 272; setzt man dagegen in der Gleichung 
a-f-b — 2 II für a den ihm gleichen Winkel so folgt ähn- 
lich a'-\-b — 2 11 ; d. h.: Aeussere Winkel an derselben 
Seite und ebenso innere Winkel au derselben Seite 
betragen zusammen zwei Rechte. 

Es ist übrigens sehr leicht, alle diese Sätze umzukehren 
und z. B. aus der Gleichheit der correspondirenden oder Wechsel- 
Winkel den Parallelismus der beiden Geraden zu erschli essen. 
Ist im ersten Palle u = a, so w r eichen die Richtungen der Ge- 
raden (JA und O'A' von der Richtung der Geraden CD uni 
gleichviel (um die gleichen Richtungsunterschiede a und a') ab, 
woraus sogleich folgt, dass die Richtungen von (JA und O'A' 
einander gleich, mithin AB und ÄB' einander parallel sind. — 
Setzt man die Gleichheit der Wechselwinkel « und c' voraus, 
so folgt wegen c — a zunächst a — a' und nach dem Vorigen 
wieder, dass AB und ÄB' einander parallel laufen. — Hat man 
endlich a'-f -b = 2 Ti, so ist wegen a-\-b — 2ll nothwendig auch 
a — b, woraus wieder der Parallelisinus von AB und ÄB' 
folgt. Betragen dagegen die inneren Winkel zusammen mehr 
oder weniger als zwei Rechte, so beträgt auch a mehr oder we- 
niger als a ; daraus ergiebt sich weiter, dass AM und ÄB un- 
gleiche Richtungen haben und sich folglich nach § 2, II. schnei- 
den müssen. 


II. Das Dreieck. Wenn von drei Geraden jede eine an- 
dere Richtung verfolgt, so schneidet nach § 2, II. die erste Ge- 
rade die zweite, die zweite die dritte und die dritte die erste; 


Fig. 8. 



es entstehen also drei Durchschnitte wie 
L, M, JS 7 , und zugleich bildet sich eine 
nach allen Seiten geschlossene Figur: das 
Dreieck. Die drei Durchschnittspunkte 
L, M, N heissen die Ecken oder Spitzen 
desselben, die zwischen denselben liegen- 
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den Theile der Geraden, also die Strecken LM, MN, NL heissen 
die Seiten des Dreiecks, und die Winkel MLN, LMN, MNL 
die Winkel desselben. 

Ohne uns nun vor der Hand auf eine tiefere Untersuchung 
des Dreiecks einzulassen, wollen wir nur diejenigen zwei Eigen- 
schaften desselben hervorheben, welche sich unmittelbar ergeben, 
wenn man einmal die Seiten und das andere Mal die Winkel 
des Dreiecks in’sAuge fasst. — Irgend zwei -Ecken des Dreiecks, 
z. B. L und M, kann man sich auf doppelte Weise verbunden 
denken, einmal durch die Gerade LM und dann durch die ge- 
brochene Linie über N, welche aus den beiden Seiten LN und 
NM besteht. Da nun die gerade Linie zwischen zwei Punkten 
der kürzeste Weg ist, so folgt sogleich der Satz: Zwei Seiten 
eines Dreiecks betragen zusammengenommen mehr 
als die dritte Seite. Man schliesst daraus noch den Zusatz: 
Die Differenz zweier Dreieckseiten beträgt weniger 
als die dritte Seite. 

Denkt man sich durch eine Ecke (etwa N) eine Parallele 
zur gegenüberliegenden Seite LM gezogen, so finden folgende 
Beziehungen statt, in welchen wir die Winkel des Dreiecks kurz 
mit L, M, N bezeichnet haben: 

Z L = Z AND' als correspondirende Winkel, 

LM — Z MND' als Wechselwinkel. 

Durch Addition derselben folgt die Gleichung: 

LL + LM = LANM, 

welche sich leicht in Worte übersetzen lässt, wenn man den 
Winkel ANM', welcher durch Verlängerung einer Dreieckseite 
(LN) entsteht, den Aussenwinkel des Dreiecks nennt; jene 
Gleichung sagt dann: Zwei Winkel eines Dreiecks be- 
tragen zusammen soviel als der Aussenwinkel an der 
dritten Ecke. Addirt man zu der eben in Worten ausgedrückten 
Gleichung beiderseits den Winkel N, so folgt Z L -j- Z M -f- N 
= LANM-\-LN, d. i. = 2 li, weil die Winkel ANM und 
N Nebenwinkel sind. Diess giebt den Satz: Die sämmt- 
lichen Winkel eines Dreiecks betragen zusammen- 
genommen zwei Rechte. Sind also zwei Winkel, etwa 
L und M, von einem Dreiecke gegeben, so findet man sogleich 
den dritten, nämlich N = 2 R . — (L -j- M). 

2 * 
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Die Arten der Dreiecke. Man kann die Dreiecke nach 
einem doppelten Eintheilungsgrunde eintheilen, indem mau ent- 
weder von den Seiten oder von den Winkeln ausgeht. Im ersten 
Falle ist es die Gleichheit oder Ungleichheit der Seiten, worauf 
man achtet, und es heisst dann ein Dreieck gleichseitig, 
wenn es drei gleiche Seiten hat, gleichschenklig, wenn 
es zwei gleiche Seiten hat, und ungleichseitig, wenn es 
lauter ungleiche Stuten besitzt. Sehr oft. nennt mau eine von 
den Seiten des Dreiecks die Grundlinie oder Basis und die 
anderen Schenkel; namentlich im gleichschenkligen Dreieck 
gilt die letztere Bezeifchnuug für die beiden gleichen Seiten, die 
erstere für die dritte ungleiche Seite. — Sieht man dagegen auf 
die Winkel des Dreiecks, so ist zu unterscheiden, ob dasselbe 
nur spitze Winkel enthält, oder einen rechten und zwei spitze 
Winkel, oder einen stumpfen und zwei spitze Winkel. Im ernten 
Falle heisst das Dreieck ein spitzwinkliges, im zweiten 
ein rechtwinkliges und im dritten ein stumpfwinkli- 
ges. Im rechtwinkligen Dreiecke insbesondere fuhren die den 
rechten Winkel einschliessenden Seiten den Namen Katheten 
und die dem rechten Winkel gegenüber liegende Seite den Na- 
men Hypotenuse. 


Vier und 


§ 4 . 

mehrere Gerade. 


I. Vollkommen entsprechend der im vorigen Paragraphen 
durchgeführten Untersuchung lässt sich Das behandeln, was von 
vier oder mehreren Geraden in einer Ebene gesagt werden kann. 
Es müssen nämlich bei vier Geraden auch vier Fälle unterschie- 
den werden, ob nämlich nur eine und dieselbe Richtung vor- 
handen ist, oder ob die Geraden nach zwei oder drei oder vier 
verschiedenen Richtungen vertheilt sind. Der erste Fall bedarf 
keiner weiteren Untersuchung, denn über vier einander parallel 
laufende Gerade lässt sich nicht mehr als über zwei dergleichen 
sagen. Sind zweitens die Geraden nach zwei Richtungen ver- 
theilt, so gehen entweder drei nach der einen Richtung und 
eine nach der anderen Richtung, oder zwei Gerade folgen der 
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rallelen, durchschnitten von einer Geraden, und würde nur eine 
Wiederholung der Parallelentheorie sein; das Zweite dagegen ist 
etwas Neues; es entsteht nämlich durch vier solche Gerade ein 
Viereck, in welchem jede zwei einander gegenüberliegenden Sei- 
ten einander parallel laufen, d. i. ein sogenanntes Parallelo- 
gramm. Wendet man die Sätze der Parallelen theorie auf die 
vier Geraden an, so findet man ohne Mühe, dass die an einer 
Seite liegenden Winkel eines Parallelogram- 
mes (z. B. Z BAD und Z ABO) zusammen 
zwei Rechte ausmachen und dass ferner die 
gegenüberliegenden Winkel (z. B. ,Z BAD 
und Z BCD) einander gleich sind. Hieraus 
folgt u. A. weiter, dass, wenn ein Winkel des Parallelogrammes 
ein Rechter ist, sämmtliche Winkel ebenfalls Rechte sein müs- 
sen ; ein derartiges Parallelogramm heisst ein Rechteck, und 
wenn ausserdem zwei in einer Ecke zusammenstossende Seiten 
gleich sind, ein Quadrat. 

Sind drittens vier Gerade nach drei Richtungen vertheilt, 
so müssen zwei Gerade gleiche Richtung halten, und es entsteht 
in diesem Falle ein Viereck, worin nur zwei Fig. 10. 

gegenüberliegende Seiten (AB und CD) ein- d! \ c 

ander parallel sind; dasselbe heisst ein Tra- 
pez; die grössere der parallelen Seiten pflegt 
man auch wohl seine Basis zu nennen. 

Wenn endlich von vier Geraden jede eine andere Richtung 
einschlägt, so entsteht ein unregelmässiges Viereck. Sind die 
Seiten desselben gleich, so heisst es ein Rhombus, ausserdem 
aber hat man keine besonderen Benennungen weiter eingeführt. 

Als allgemeine Eigenschaften des Vierecks erwähnen wir 
noch folgende : je drei Seiten eines Vierecks betragen zusammen- 
genommen mehr als die vierte Seite, ferner: ausser den vier 
Seiten des Vierecks giebt es noch zwei gerade Linien, welche 
ebenfalls zur gegenseitigen Verbindung der Ecken dienen; diese 
Geraden entstehen nämlich, wenn man die gegenüberliegenden 
Ecken des Vierecks mit einander verbindet, und sie heissen 
Diagonalen. Jede Diagonale theilt das Viereck in zwei Drei- 
ecke: hieraus folgt noch, dass die Summe aller Winkel eines 
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Vierecks vier Rechte beträgt, weil sie aus den Winkelsutnmen 
jener zwei Dreiecke zusammengesetzt ist. 


II. Wie man auf dem bisherigen Wege weiter gehen könnte, 
bedarf wohl keiner Auseinandersetzung mehr; es ist aber leicht 
zu sehen, dass die Ergebnisse eines solchen weiteren Fortschritts 
zur einen Hälfte nur in einer langen Reihe von Definitionen be- 
stehen würden, welche man für die einzelnen Fälle (ähnlich wie 
beim Viereck) aufstellen könnte. Da diese aber ebenso wenig 
ein theoretisches Interesse als praktische Wichtigkeit besitzen, 
so übergehen wir dieselben und entwickeln nur noch einige all- 
gemeine Eigenschaften, weiche jedem ebenen Vielecke zukommen 
Diese Eigenschaften betreffen erstens die Anzahl derjenigen Ge- 
raden, welche je zwei nichtbenachbarte Ecken des Vielecks ver- 
binden, d. h. die Anzahl der Diagonalen, und zweitens 
die Summe aller Winkel des Vielecks. 

Stellen wir uns an die eine Ecke eines Vielecks von n Ecken 
(«-Ecks), so können wir von hier aus gerade Linien nach den 
übrigen n — l Ecken, also n — 1 Gerade ziehen ; zwei von diesen 
Geraden sind Seiten des Vielecks (nämlich diejenigen Geraden, 
welche nach den beiden Nachbarpunkten gezogen werden) und 
mithin bleiben n — 3 Gerade übrig, welche Ecken des Vielecks 
verbinden, ohne Seiten zu sein , d. h. man kann von einer Ecke 
aus n — 3 Diagonalen ziehen. Dasselbe lässt sich von jeder Ecke 
sagen und mithin wäre die Anzahl der Diagonalen = n\n — 3); 
•dabei ist aber jede Diagonale zweimal gerechnet, nämlich an 
jedem ihrer Endpunkte als eine besondere gezählt worden; wir 
müssen daher, um die wahre Diagonalenzahl zu erhalten, noch 
durch 2 dividiren. Die Anzahl der Diagonalen eines 
Vielecks von n Seiten ist demnach = \n(n — 3). 

Um ferner die Summe der Winkel eines Vielecks bestimmen 
zu können, suchen wir erst die Frage zu beantworten, um wie- 
viel die Winkelsumme eines Vielecks zunimmt, wenn man dem 
Fig. ll«. Vielecke eine neue Seite ansetzt. Ist nun in AB 
irgend eine Seite eines Vielecks und denkt man 
sich über AB ein Dreieck construirt, dessen Seiten 
AC und AC nicht in die Verlängerungen der an- 
stossenden Vieleckseiten fallen, so hat das Vieleck 
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um eine Seite zugenommen, indem AC und BC an Fig. lld- 
die Stelle von AB getreten sind. Das hinzugesetzte 
Dreieck kann nun sowohl ausserhalb als innerhalb 
des Vielecks zu liegen kommen, und darnach muss 
man die Frage trennen. Im ersten Falle nimmt 
die Winkelsumme des Vielecks offenbar um die drei Winkel 
A, B und C, d. h. um zwei Rechte zu; im zweiten Falle ver- 
mindert sich, wie man aus der Figur sieht, die Winkelsumme 
um A und B, wächst aber gleichzeitig um den convexen Winkel 
bei C , welcher = 2 7? -j -G' — 2 72 -f -A-\-B ist, sie wächst also 
zusammen doch wieder um 2 72, so dass nun in jedem Falle die 
Winkelsumme um 2 R zunimmt, sobald die Seitenzahl des Viel- 
ecks um eine Einheit vermehrt wird. Da im Dreieck die Winkel- 
summe = 2/2 ist, so folgt hieraus, dass die Winkelsumme im 
4 Eck = 4 72 = 2.2/2 
5 Eck = 6/2 = 3 . 272 
6 Eck = 8/2 = 4.2/2 


ist u. s. w. , und man findet hieraus leicht das allgemeine Ge- 
setz: Die Winkelsumme eines Vielecks von n Seiten 
beträgt ( n — 2)2 11 — (2 n — 4)72. 

Hieran knüpft sich noch die Consequenz, dass jedes Vieleck 
wenigstens drei concave Winkel besitzen muss. Denn hätte das 
n-Eck nur 2 concave Winkel, so besässe es n — 2 convexe Winkel, 
und da ein convexer Winkel mehr als 2 72 beträgt, so betrügen 
diese convexen Winkel zusammen allein schon mehr als (»*- 2) 
2/2, d. h. mehr als die Winkelsumme des Vielecks, was natür- 
lich nicht möglich ist. 
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Cap. II. 

Der Zusammenhang unter den Bestandtheilen geradliniger 

Figuren. 


§ fr- 

Allgemeine Erörterung. 

Wenn von irgend einem Objecte sämmtliche Bestandtheile 
gegeben sind und zugleich die Ordnung vorgeschrieben ist, in 
welcher diese Bestandtheile auf einander folgen sollen, so kann 
offenbar nicht der geringste Zweifel über die Beschaffenheit des 
Gegenstandes selbst stattfinden, und setzt man in der That die 
gegebenen Bestandtheile in der vorgeschriebenen Ordnung zu- 
sammen, so wird man jedesmal dasselbe Object erhalten; man 
sagt daher: Irgend ein Gegenstand ist seiner Natur nach be- 
stimmt, sobald seine sämmtlichen Bestandtheile und deren An- 
ordnung bekannt sind. Von diesem ganz allgemeinen logischen 
Gesetze macht man am häufigsten in den Naturwissenschaften 
Gebrauch; das sogenannte Bestimmen der Pflanzen, Minera- 
lien u. s. w. ist eben nichts Anderes als eine Aufsuchung der in 
gewisser Ordnung auf einander folgenden Bestandtheile, aus deren 
Vergleichung mit einem gegebenen Schema der Platz entnommen 
weiten kann, an welchen jene Pflanze oder jenes Mineral im Sy- 
steme gehört. Etwas ganz Aehnliches lässt sich nun auch in 
der Geometrie leisten, wenn man solche Gebilde betrachtet, deren 
einzelne Bestandtheile nicht mehr von willkührlicher Grösse sind 
(wie z. B. zwei Parallelen), sondern eine gegebene unveränder- 
liche Grösse besitzen, d. h. mit anderen Worten, wenn wir uns 
au die Betrachtung geschlossener Figuren halten. Es ist nach 
diesen Bemerkungen klar, dass ein Vieleck vollkommen bestimmt 
sein muss, sobald die Seiten und Winkel desselben der Reihe 
nach gegeben sind, denn diese bilden eben die Bestandtheile des 
Vielecks. Zugleich erhellt, dass zwei Vielecke, welche in allen 
diesen Bestandtheilen, in derselben Reihenfolge genommen, mit 
einander übereinstimmen, nur als Wiederholungen oder Copieen 


Digitized by Google 


25 

von einander gelten können und dass sie, mit den gleichen Seiten 
und Winkeln auf einander gelegt, zu einem einzigen Vielecke 
zusammenfallen müssen. Derartige Vielecke nennt man einander 
congruent und bezeichnet ihre Congruenz mit dem Zeichen =. 

Diese Lehre würde sehr kurz ausfallen und sich auf das 
Gesagte beschränken müssen, wenn nicht bei den Bestandtheilen 
geometrischer Figuren eine Eigenthümlichkeit stattfände, die man 
sonst nirgends antrifft. Während z. B. die Bestandtheile natur- 
wissenschaftlicher Gegenstände in keiner gegenseitigen Abhängig- 
keit von einander stehen (aus der Form der Blätter z. E. folgt 
noch gar nichts über die Form oder Farbe der Blüthen), findet 
zwischen den Bestandtheilen geometrischer Figuren ein derartiger 
Zusammenhang statt, dass man aus einigen jener Bestandtheile 
die übrigen finden kann und mithin nicht alle Bestandtheile 
eines Vielecks zur Bestimmung desselben erforderlich sind. Bleiben 
wir z. B. bei dem Dreiecke stehen und denken uns dasselbe da- 
durch gebildet, dass drei nicht in einer Geraden liegende Punkte 
durch gerade Linien mit einander verbunden worden sind, so 
sehen wir die Winkel des Dreiecks mit den Seiten gleich- 
zeitig entstehen und finden schon hierin eine Hindeutung auf 
einen gegenseitigen Zusammenhang zwischen den Seiten und Win- 
keln eines Dreiecks. Diese gegenseitige Abhängigkeit der Be- 
standtheile der Vielecke zu untersuchen, ist nun der Zweck dieses 
Capitels, und wir fangen die Untersuchung natürlich mit der ein- 
fachsten Figur, dem Dreiecke an. 

§ 6 - 

Unvollständig bestimmte Dreiecke. 

Der vorigen allgemeinen Erörterung zufolge haben wir die 
Frage zu beantworten, wieviele Bestandtheile eines Dreiecks ge- 
geben sein müssen, wenn durch dieselben das Dreieck bestimmt 
sein soll. Zu diesem Zwecke betrachten wir vorerst die sehr 
einfachen Fälle, wo von dem Dreiecke nur ein oder zwei Be- 
standtheile gegeben sind. Kennt man einen Bestandtheil des 
Dreiecks, so ist dies entweder ein Winkel oder eine Seite. Im 
ersten Falle steht es frei, auf jedem Winkelschenkel einen Punkt 
willkübrlich zu wählen und durch geradlinige Verbindung dieser 
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Punkte ein Dreieck herzustellen, welches den gegebenen Winkel 
enthält; man sieht augenblicklich, dass sich auf diese Weise un- 
endlich viel verschiedene Dreiecke mit demselben gegebenen 
Wiukel bilden lassen, dass also durch einen Winkel allein das 
Dreieck nicht bestimmt wird. Ist zweitens nur eine Seite des 
Dreiecks gegeben, so kann man die Endpunkte derselben mit ir- 
gend einem ausser ihr willkührlich gewählten Punkte geradlinig 
verbinden und auf diese Weise ein Dreieck construiren, welches 
die gegebene Seite enthält; auch hier zeigt sich, dass unendlich 
viel verschiedene Dreiecke dieser Art möglich sind, dass also 
durch eine Seite allein das Dreieck nicht bestimmt wird. 

Bei zwei gegebenen Bestandtheilen sind drei Fälle zu unter- 
scheiden, jenachdem zwei Winkel, oder eine Seite und ein Winkel, 
oder zwei Seiten als bekannt vorausgesetzt werden. 

a. Sind zwei Winkel eines Dreiecks gegeben, so keunt mau 
nach § 3, II. auch den dritten Winkel, und um nun ein Dreieck 
herzustellen, welches diese Wiukel enthält, braucht man nur zwei 
der gegebenen Winkel, etwa A und B, an eine willkührlich ge- 
wählte Basis AB anzutragen und die beiden übrigen Schenkel 

AC und BC bis zu ihrem Durchschnitte 
C zu verlängern. Zufolge der beliebigen 
Wahl von AB können unendlich viel ver- 
schiedene Dreiecke dieser Art coustruirt 
werden; so ist z. B. in der Figur A'C' j| AC, 
B'C' || BC, daher l A' — Z A, LB' = 
Z B und Z C = C, aber das Dreieck A'B'C' wesentlich ver- 
schieden vom Dreieck ABC. Zwei Winkel bestimmen demnach 
das Dreieck nicht. 

b. Es seien ferner eine Seite AB und ein anliegender 
Winkel, etwa A, gegeben ; man denke sich dann auf dem einen 
Schenkel dieses Winkels die vorgeschriebene Strecke AB, auf 
dem anderen Schenkel die beliebige Strecke AB abgeschnitten 
und die Gerade BC gezogen, so hat man ein Dreieck ABC mit 
den gegebenen Bestandtheilen. Wegen der Willkührlichkeit von 
AC sind solcher Dreiecke unendlich viele verschiedene mög- 
lich , und daher ist auch hier das Dreieck nicht bestimmt. 



Werden zwei derartige Dreiecke ABC und ABC' 
mit den willkürlichen Seiten AC und AC' con- 
struirt, indem manAC'^>AC nimmt, so gilt auch 
für die Gegenwinkel ABC und ABC die Be- 
ziehung Z ABC ^> Z ABC' ; d. h.: Das Dreieck 
mit der grösseren willkührtichen Seite 
hat auch den grösseren Gegenwinkel. 


Fig. 13. 



Wenn ausser der Seite AB der gegenüberliegende Winkel 
C gegeben ist , so kennt man die Summe der anliegenden Win- 
kel, nämlich A-j-B — 2 R — C. Einen derselben kann man 
willkührlich (nur kleiner als 2 R — C) wählen; die vorige Glei- 
chung giebt dann den anderen, und wenn man jetzt beide Winkel 
an AB anträgt, so erhält man ein Dreieck mit den vorgeschrie- 
benen Bestandtheilen. Zufolge der willkürlichen Wahl des einen 
der beiden Winkel A und B ist auch hier das Dreieck nicht 
bestimmt. 


c. Wir setzen endlich voraus, dass zwei Seiten, etwa AB 
und AC, gegeben seien. Legt man dieselben so an einander, 
dass sie einen beliebigen Winkel BAC einschliessen , und ver- 
bindet die Endpunkte B und C durch eine Gerade, so kann 
man beliebig viel verschiedene Dreiecke mit denselben zwei Seiten 
AB und AC bilden; durch zwei Seiten ist also das Dreieck 
nicht bestimmt. 

Um zu erfahren, wie die dritte Seite BC sich ändert, wenn 
der Winkel BAC eine Aenderung erleidet, betrachten wir zwei 
Dreiecke ABC und ABC', welche in den Seiten AB und AC 
— AC' übereinstimmen, während Z BAC > Z BAC ist. Hier- 
bei kann C drei verschiedene Lagen in Beziehung auf das Dreieck 
ABC' einnehmen; es fällt nämlich C entweder ausserhalb des 
Dreiecks ABC' oder auf die Seite BC' oder in das Dreieck 


Fig. 14«. Fig. 14,1 Fig. 14 y. 
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ABC'. Nennen wir immer D den Durchschnitt von BC' mit 
der nötigenfalls verlängerten AC, so ist bei der ersten Lage 


Fig. 14«. Fig. 14^. Fig. 14 y. 



im Dreieck AC'D: AD+CD>AC' 
im Dreieck BCD: CD-\-BD>BC, 
mithin zusammen 

AC+BC'>AC+BC ; 

nach beiderseitiger Wegnahme von AC = AC bleibt 

BC'>BC. 

Im zweiten Falle erhellt unmittelbar, dass BC'^>BC sein 
muss. Bei der dritten Lage hat man 

im Dreieck AC'D: AC'-^-CD^AD, 
mithin durch beiderseitige Hinzufügung von BD 
AC -f- BC‘> AD + BD 

oder auch 

AC+[BC' > AC -f- CD + BD ; 
setzt man statt CD -f- BD die weniger betragende Seite BC, 
so ist um so mehr 

AC’+BOAC + BC 

und nach beiderseitiger Wegnahme von AC = AC 

BC> BC. 

Man kann daher sagen: Wenn zwei Dreiecke in zwei 
Seiten, aber nicht im zwischenliegenden Winkel 
übereinstimmen, so sind auch die dritten Seiten 
verschieden, und zwar hat dasjenige Dreieck, die 
grössere dritte Seite, worin die gegebenen Seiten 
den grösseren Winkel einschliessen. 

Als allgemeines Resultat dieser Untersuchung ergiebt sich, 
dass ein Dreieck durch zwei Bestandtheile nicht bestimmt ist; 
man bedarf daher wenigstens dreier Bestandtheile, unter denen 
mindestens eine Seite Vorkommen muss, weil, nach dem unter 
a. Gesagten, die drei Winkel nicht ausreichen. 
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§ 7 - 

Bestimmung des Dreiecks aus einer Seite und zwei 

Winkeln. 

a. Wenn von einem Dreiecke zwei Winkel (mithin alle 
Winkel) und eine Seite AB gegeben sind, so können wir uns 
denken, dass zuerst die gegebene Seite AB gezeichnet wor- 
den sei und an diese die gegebenen anliegenden Winkel A und B 
angesetzt werden. Dies geschieht dadurch, dass wir den Scheitel 
des Winkels A . auf den Endpunkt A der gegebenen Geraden 
und den einen seiner Schenkel auf AB legen ; der andere Schenkel 
von A giebt dann die Richtung an, in welcher die Dreieckseite 
AC liegen muss. Verfahren wir ebenso mit dem Winkel B, so 
erhalten wir die Richtung, in welcher die Seite BC zu suchen 
ist. Beide Richtungen durchschneiden sich in C und dieser 
Punkt muss nun die Spitze des Dreiecks sein, weil er, als Durch- 
schnitt der beiden anderen Dreieckseiten, sowohl in der einen 
als in der anderen Seite, also auch in der einen wie in der an- 
deren Richtung liegen muss. Da sich aber zwei Gerade, hier 
die jedesmaligen zweiten Schenkel der Winkel A und B , nur 
in einem Punkte schneiden (§ 2, II.), so entsteht auch nur 
ein ganz bestimmtes Dreieck, welches die gegebenen Bestand- 
theile enthält, d. b.: Ein Dreieck ist durch eine Seite 
und zwei Winkel bestimmt. Hieraus folgt weiter: Zwei 
Dreiecke sind congruent, sobald sie in einer Seite 
und zwei ähnlich liegenden Winkeln überein- 
stimmen. 

b. In dem einfachen Falle, wo die beiden an der Seite AB 
liegenden Winkel einander gleich sind, ist es leicht, auch das 
Verhältniss der Seiten AC und BC aus- 
findig zu machen. Denkt man sich nämlich 
den Winkel C durch eine Gerade halbirt, 
welche AB in I) schneidet, so zerfällt das 
Dreieck ABC in zwei andere Dreiecke ACD 
und BCD ; diese besitzen die Seite CD ge- 
meinschaftlich und stimmen ausserdem noch in zwei Winkeln 
überein; es ist nämlich Z.BAC = Z ABC wegen der Voraus- 
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Setzung, und Z ACD — Z BCD durch Construction. Hieraus 
zusammen folgt, dass die Dreiecke ADC und BBC congment 
sind, also in allen Bestandteilen übereinstimmen, und dass mit- 
hin auch AC = BC ist; dies giebt den Satz: Zwei gleichen 
Winkeln eines Dreiecks liegen auch gleiche Seiten 
gegenüber, oder: Ein Dreieck mit zwei gleichen Win- 
keln ist auch ein gleichschenkliges Dreieck. , 

c. Mit Hülfe dieses Theoremes lässt sich der Fall, dass A 
grösser oder kleiner als B ist, etwas näher erörtern. Ist etwa 

Fig 16 ^ der grössere Winkel, so denke man sich 

c den Winkel B davon subtrahirt, nämlich AB 

/\ so gelegt, dass Z BAD = Z ABD ist; das 

o 

/ ..'N. Dreieck ABD hat dann zwei gleiche Winkel 

ly'' \ und mithin sind nach dem Vorigen die Seiten 
B AD und BD einander gleich. In dem Drei- 
ecke ACD ist nun weiter 

AD + CD>AC (§ 3, II.), 
oder, wenn man statt AD die gleiche Seite BD setzt 
BD + CD>AC oder BB>AC, 
d. h.: Dem grösseren Winkel in einem Dreieck liegt 
auch die grössere Seite gegenüber. 

§ 8 . 

Bestimmung des Dreiecks aus zwei Seiten und einem 

Winkel. 

Nachdem wir die Bestimmung eines Dreiecks aus einer Seite 
und zwei Winkeln erörtert haben, gehen wir weiter, indem wir 
für den einen von jenen Winkeln eine Seite aufnehmen und Zu- 
sehen, ob sich aus zwei Seiten und einem Winkel ein Dreieck 
bestimmen lässt. Dabei sind aber zwei Fälle zu unterscheiden, 
ob nämlich der gegebene Winkel zwischen den gegebenen 
Seiten liegt oder nicht. 

I. a. Sind von einem Dreiecke zwei Seiten und der Win- 
kel, welchen sie einschliessen, gegeben, so denke man sich zu- 
erst den Winkel gezeichnet und auf seine Schenkel vom Scheitel 
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aus die gegebenen Seiten aufgetragen. Auf den Schenkeln des- 
Winkels erhält man hierdurch zwei Punkte, welche man nur 
noch durch eiue Gerade zu verbinden braucht, um sogleich ein 
Dreieck zu bekommen, welches in der That die gegebenen Be- 
standtheile enthält. Da es aber zwischen zwei Punkten nur 
eine einzige Gerade giebt, so ist jenes Dreieck auch das einzige, 
welches die gegebenen Bestandtheile enthält; d. h.: Ein Drei- 
eck ist durch zwei Seiten und den von ihnen ein- 
geschlossenen Winkel bestimmt. Hieraus folgt weiter: 
Zwei Dreiecke sind congruent, sobald sie in zwei 
Seiten und den von ihnen eingeschlossenen Winkeln 
übereinstimmen. 

b. Einige Aufmerksamkeit verdient noch der Fall, wenn 
die zwei gegebenen Seiten des Dreiecks einander gleich sind: 
AC — BC. Denkt man sich hier die Halbirungsliuie CD des 
Winkels C gezogen, so entstehen die beiden 
Dreiecke ACD und DCD ; in diesen ist der 
Voraussetzung nach AC — BC , ferner CD 
beiden gemeinschaftlich, endlich Z ACD = 

Z BCD vermöge der Construction. Die bei- 
den Dreiecke ADC und BCD stimmen also 
in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel überein, sind 
folglich congruent und lassen daher die Folgerung Z BAC — 
/.ABC zu; d. h.: Die Winkel an der Basis eines gleich- 
schenkligen Dreiecks sind einander gleich. 

Auf das gleichseitige Dreieck angewendet, giebt dies noch 
den Satz: Die Winkel eines gleichseitigen Dreiecks- 
sind einander gleich, und zwar ist jeder = }B = 60°. 

c. Sind dagegen die Seiten AC und BC ungleich, etwa AC 
die grössere, so schneide man von C aus die 
kleinere auf der grösseren ab, so dass CD — 

CB wird; es entsteht hierdurch ein gleich- 
schenkliges Dreieck, und in diesem ist nach 
dem Vorigen Z CBD — Z CDB. Der letztere 
bildet zugleich den Aussenwinkel des Dreiecks 
ABD und ist deshalb == Z A DD -f- Z BAD, folglich ganz sicher 


Fig. 18. 


C 




Digitized by Google 



32 


grösser als Z BAD allein. Aus der so gewonnenen Ungleichung 
Z CDB Z> Z BAD folgt nun sogleich , wenn statt Z CDB der 
ihm gleiche Z CBD gesetzt wird , Z CBD > Z CAB ; um so 
mehr aber ist gewiss Z CBA > Z C'A B, weil jetzt an die Stelle 
des ohnehin Grösseren etwas noch Grösseres gesetzt worden ist; 
also: Der grösseren Seite eines Dreiecks liegt jedes- 
mal der grössere Winkel gegenüber. 


II. In dem zweiten Falle, wenn zwei Seiten des Dreiecks 
und einer der nicht eingeschlossenen Winkel gegeben sind, unter- 
scheiden wir, ob der Winkel der grösseren oder der kleineren 
jener Seiten gegenüberliegt. 

Sind nun erstlich gegeben AB, BC und LA, wobei BC 
AB ist, so construire man zuerst den Winkel A und nehme 
von seinem Scheitel aus auf dem einen 
seiner Schenkel eine Strecke = AB, so 
hat man zwei Ecken A und B des frag- 
lichen Dreiecks. Um nun die dritte Ecke zn 
finden, berücksichtige man, dass dieselbe einer- 
seits auf dem Winkelschenkel AC liegen, 
ausserdem aber noch von B um die gegebene Gerade BC ent- 
fernt sein muss. Denkt man sich aus B mit dem Halbmesser BC 
einen Kreis beschrieben, so bildet dieser den Inbegriff aller der- 
jenigen Punkte, welche von B um BC entfernt sind, und folg- 
lich muss sich der Punkt C auf dieser Kreislinie befinden; da 
er ausserdem noch auf dem Winkelschenkel AC liegen muss, so 
giebt jetzt der Durchschnitt des Kreises und des in Rede stehen- 
den Winkelschenkels die dritte Ecke und somit das ganze Dreieck. 
Es schneidet aber der Kreis den Winkelschenkel oder dessen 
Verlängerung zum zweiten Male*) in C' , und so wäre es wohl 



*) Da AB kleiner als der Kreishalbmesser CB ist, so liegt A im In- 
neren des in Kede stehenden Kreises nnd folglich muss eine Gerade durch 


Pig. 


20 . 

B 


jr:_ 


A den Kreis wenigstens zweimal schneiden, beim 
Eintritte in den Kreis und beim Austritte aus dem- 
selben. Dass aber die Gerade den Kreis nicht zum 
dritten Male schneidet, erhellt so. Wäre D der 
dritte Durchschnittspunkt , so müsste wegen der 
Gleichheit aller Halbmesser BD = BC' und auch 
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möglich, dass hier aus deu gegebenen Bestand theilen zwei Drei- 
ecke herzustellen wären; dem ist jedoch nicht so; das Dreieck 
ABC' stimmt zwar in zwei Seiten (AB = AB und BC' =■= 
BC) mit dem Dreiecke ABC überein, dagegen besitzt es nicht 
den Winkel BAC , sondern dessen Nebenwinkel; demnach giebt 
es nur ein einziges Dreieck, welches die gegebenen Bestandteile 
enthält, d. h.: Bin Dreieck ist durch zwei Seiten und 
den der grösseren Seite gegenüberliegenden Winkel 
bestimmt; oder auch: Zwei Dreiecke sind congruent, 
wenn sie in zwei Seiten übereinstimmen und ausser- 
dem die den jedesmaligen grösseren Seiten gegen- 
überliegenden Winkel beiderseits gleich sind. 

Anders gestaltet sich die Sache, wenn der gegebene Win- 
kel A nicht der grösseren, sondern der klei- Fig. 21. 
neren der gegebenen Seiten gegenüberliegt, 
wo umgekehrt BC kleiner als AB ist. Die 
vorige Construction bleibt sich dann zwar 
gleich, aber es fällt der zweite Durchschnitt 
C nicht in die Verlängerung von AB, son- 
dern zwischen A und C, und hier giebt es in der That zwei 
(in den Grundlinien AC und AC') verschiedene Dreiecke 
ABC und ABC', welche gleichwohl in zwei Seiten (AB = AB, 
BC — BC) und ebenso in einem Winkel (BAC) überein- 
stimmen. Demnach ist in diesem Falle das Dreieck im All- 
gemeinen nicht bestimmt, im Gegentheile findet gewöhnlich eine 
Zweideutigkeit statt. 



§ 9 - 

Bestimmung des Dreiecks aus seinen drei Seiten. 

Betrachten wir endlich noch den letzten Fall der Bestim- 
mung eines Dreiecks, denjenigen nämlich, in welchem die drei 
Seiten desselben gegeben sind. Denken wir uns zuerst die eine 

BD = BC sein; aus dem ersten folgt /LBDC — ZJBCD und aus dem 
zweiten ^.BDC = ^LBCC'; also wäre auch ^-BC'D — Z.BCC', was 
unmöglich ist, weil der Aussenwinkel BC'T) mehr betragen muss als der 
gegenüberliegende Innenwinkel BCC. 

Schl&milch. Geometrie I. 5. Auti. 3 
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Seite des Dreiecks, und zwar die längste, AB, hingelegt, so muss 
der Endpunkt C der zweiteu Seite AC offenbar auf einer Kreis- 
Fig. 22. linie zu suchen sein, welche aus A mit dem 
Halbmesser AC beschrieben werden kann, denn 
auf dieser Kreislinie liegen alle Punkte, welche 
von A um AC abstehen. Da aber C nicht 
nur der Endpunkt von AC, sondern auch der 
Endpunkt der dritten Seite BC ist, und folg- 
lich um die gegebene Entfernung BC von B 
entfernt sein muss, so ist au3 einem ähnlichen Grunde der Punkt 
C auch auf derjenigen Kreislinie zu suchen, welche um B mit 
dem Halbmesser BC beschrieben werden kann. Der Punkt C 
liegt aber nur dann auf beiden Kreislinien zugleich, wenn er 
der Durchschnittspunkt derselben ist, und hierdurch erhält man 
die dritte Ecke C des Dreiecks und somit das ganze Dreieck. 
Es könnte nun aber sein, dass sich die Kreise noch mehrmals 
schnitten, ausser im Punkte C, z. B. noch im Punkte C', es 
würden dann offenbar noch mehr Dreiecke, wie hier ABC', ent- 
stehen, welche aus denselben drei Seiten wie ABC zusammen- 
gesetzt sind. Um zu entscheiden, ob diese anderen Dreiecke von 
dem ersten verschieden sind oder nicht, bringen wir eins der- 
selben in eine solche Lage, dass C und C' auf entgegengesetzten 
Seiten von AB liegen (wenn diese Lage nicht von Hause aus 
stattfinden sollte) und ziehen die Gerade CC’. Da nach der 
Construction AC = AC und BC — BC ist, so sind die 
Dreiecke ACC’ und BCC beide gleichschenklig, und mithin 
haben wir 

Z ACC = Z ACC, 

Z BCC = Z BCC-, 

durch Addition dieser Gleichungen folgt augenblicklich 
LACB = LACB-, 

die Dreiecke stimmen also ausser in den Seiten noch in einem 
Winkel, mithin in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel 
überein und sind folglich congruent. Wir haben daher den Satz: 
Ein Dreieck ist durch seine drei Seiten bestimmt, 
oder: Zwei Dreiecke sind congruent, sobald sie in 
den drei Seiten der Reihe nach übereinstimmen. 

Fassen wir nun Alles zusammen, was wir über die Bestim- 
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mung der Dreiecke kennen gelernt haben, so können wir sagen: 
Ein Dreieck ist durch drei Bestandtheile, unter de- 
nen sich wenigstens eine Seite befinden muss, voll- 
kommen bestimmt; kürzer noch lässt sich dies so ausdrücken : 
drei von einander unabhängige Bestandtheile rei- 
chen zur 'Bestimmung eines Dreiecks hin, wo der Fall 
dreier Winkel durch den Zusatz „unabhängig“ ausgeschlossen ist, 
indem der dritte Winkel von den zwei ersten abhängt [C — 
2R ~ (-4 + -B)]. Als Ausnahme von diesem Satze ist einzig 
und allein der zweideutige Fall zu betrachten, in welchem zwei 
Seiten und der der kleineren von ihnen gegenüberliegende Winkel 
gegeben sind. 

Unter besonderen Umständen kann eine geringere Anzahl 
von Bestandtheilen zur Bestimmung des Dreiecks ausreichen, näm- 
lich dann, wenn das Dreieck einer speciellen Klasse von Drei- 
ecken angehört. So ist z. B. das gleichschenklige Dreieck schon 
durch zwei Seiten (nämlich Grundlinie und Schenkel) oder durch 
eine Seite und einen Winkel bestimmt; das gleichseitige Drei- 
eck bestimmt sich durch eine Seite allein. 


§ 10 . 

Eigenschaften und Bestimmung der Vier- und 

Vielecke. 

I. Da sich jedes Vieleck durch Diagonalen in Dreiecke zer- 
legen lässt, so ist leicht einzusehen, auf welche Weise man die 
Frage: „wieviel Bestimmungsstücke gehören zu einem Vielecke?“ 
zu beantworten im Stande sein wird. Bleiben wir zunächst bei 
einem Vierecke ABCD stehen und denken uns die Diagonale 
AC desselben gezogen, so zerfällt es in zwei Dreiecke ABC und 
ACD , welche die Seite AC gemeinschaftlich besitzen. Es ist 
unmittelbar klar, dass das ganze Viereck bestimmt sein wird, 
wenn seine beiden Theile, die Dreiecke ABC und ACD, be- 
stimmt sind, und demnach wären 2.3 = 6 Bestandtheile nöthig; 
da aber die Seite AC in beiden Dreiecken vorkommt, so fallen 
zwei von den sechs Bestandtheilen jener Dreiecke (oder des Vier- 
ecks) in einen einzigen zusammen und es bleiben daher nur noch 

3* 
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fünf übrig, d. h.: Zur Bestimmung eines Vierecks sind 
im Allgemeinen fünf Bestandtheile notkwendig. 

Wir sagen hier „im Allgemeinen“, weil man auch mit einer 
geringeren Zahl Bestandtheile auskomm en kann, sobald das Viereck 
kein beliebiges ist, sondern einer bestimmten Klasse angehört 
und ebendeswegen besondere Eigenschaften besitzt. Wir wollen 
diese Untersuchung genauer durchführen. 




/ 


Jl 


a. Das Trapez. Zieht man in dem Trapez AliCD die 
Diagonale AC, so werden wie bisher drei Stücke zur Bestim- 
Fig. 23. mung des Dreiecks ABC erfordert, welches den 
\c ersten Theil des ganzen Trapezes ausmacht. 
Von dem zweiten Dreiecke ACD kennen wir 
nun erstlich die Seite AC, ferner den Winkel 
ACD, weil vermöge der Definition des Tra- 
pezes CD parallel zu AB liegen, mithin Z ACD — Z.BAC 
sein muss, und demnach fehlt zur Bestimmung des Dreiecks ACD 
nur noch ein einziger Bestandteil ; dieser giebt mit den Be- 
standteilen des Dreiecks ABC zusammen vier Bestandteile, 
d. k.: Zur Bestimmung eines Trapezes sind nur vier 
Bestandtheile erforderlich. 



b. Das Parallelogramm. Die beiden Dreiecke ABC 
und ACD, in welche das Parallelogramm ABCD durch die 
Fig. 24. Diagonale AC zerlegt wird, haben die Seite 
'c AC gemeinschaftlich; ausserdem sind die 
Winkel BAC und DCA als Wechselwinkel 
und aus demselben Grunde die Winkel ACK 
und CAD einander gleich ; die in Rede 
stehenden Dreiecke stimmen demnach in einer Seite und zwei 
Winkelti überein, sind folglich congruent und führen deshalb zu 
den Gleichungen AB = CD und BC = DA, d. h.: In einem 
Parallelogramm sind die Gegenseiten einander 
gleich. Man wird übrigens leicht bemerken, dass dieser Satz 
auch umgekehrt gilt, d. h.: Ein Viereck mit gleichen 
Gegenseiten ist ein Parallelogramm. 

Zieht man noch die zweite Diagonale BD, welche die erste 
in M schneidet, so zerfallt das Parallelogramm in vier Dreiecke, 
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von denen je zwei einander gegenüberliegende congruent sind. 

In Beziehung auf die Dreiecke ABM Und CDM hat man z. B. 
nach dem Vorigen AB = CD , Z ABM = Z CDM und ' 
Z A MB = Z CJfD (als Scheitelwinkel), mithin Uebereinstim- 
mung in einer Seite und den Winkeln, folglich auch Congruenz. 
Vermöge der letzteren ist AM = CM und BM — DM, d. h. : 
Die Diagonalen eines Parallelogram mes halbiren 
sich gegenseitig. Auch dieser Satz kann umgekehrt werden, 
nämlich: Ein Viereck, dessen Diagonalen einander 
halbiren, ist ein Parallelogramm. 

Aus den angegebenen Eigenschaften folgt, dass das Parallelo- 
gramm AB CD bestimmt ist, sobald man entweder seine Hälfte, 
nämlich das Dreieck ABC, oder eins der Dreiecke ABM, BCM, 
CDM, DAM kennt; in jedem Falle heisst dies: Zur Bestim- 
mung eines Parallelogrammes sind nur drei Bestand- 
theile erforderlich. 

c. Das Bechteck. Einfacher gestalten sich die vorigen 
Verhältnisse, wenn die Winkel des Parallelogrammes gleich wer- 
den, also letzteres in ein Rechteck übergeht. Ausser der Gleich- 
heit der Gegenseiten findet hier noch die Gleichheit der Diago- 
nalen statt, weil die Dreiecke ABC und BAD in zwei Seiten 
(AB — BA und BC = AD) und in dem 
rechten Winkel nbereinstimmen , mithin con- L 
gruent sind. Da ferner von gleichen Linien 
auch die Hälften gleich sein müssen, so hat 
man weiter MA = MB = MC = AID oder A 
in Worten: Der Durchschnittspunkt der Diagonalen 
eines Rechteckes ist von den Ecken desselben gleich 
weit entfernt*). 

Mittelst der Bemerkung, dass das Rechteck als das Doppelte 
eines rechtwinkligen Dreieckes angesehen werden kann, und dass 
letzteres durch seine beiden Katheten schon bestimmt ist, hat 

*) Betrachtet 'man M als den Mittelpunkt der Hypotenuse des recht- 
winkligen Dreiecks ABC , so kann man den obigen Satz auch folgender- 
maassen aussprechen: ln jedem rechtwinkligen Dreiecke ist der 
Mittelpunkt der Hypotenuse von den drei Spitzen des Drei- 
eckes gleich weit entfernt. 
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man noch den Satz: Bin Rechteck wird durch zwei in 
einer Ecke zusammenstossende Seiten bestimmt. 


Fig. 26. 






/ 

,/ 


d. Der Rhombus. Wenn ein Viereck gleiche Seiten ent- 
hält. so ist AB — BC — CD — DA , und es stimmen da- 
her die Dreiecke ABC und CDA in allen 
-j(' Seiten überein; hieraus folgt ihre Congruenz 
/ v' und weiter LCAB = Z ACD , mithin 

AB || CD, ebenso IBCA = LDAC und 
BC^DA-, d. h.: Ein Rhombus kann 
als Parallelogramm mit zwei gleichen anliegenden 
Seiten {AD = AB) betrachtet werden. 

Zieht man noch die zweite Diagonale BD, welche die erste 
in M schneidet, so ist AB — CB, ferner wie bei jedem Pa- 
rallelogramme MA = MC, endlich MB sich selbst gleich ; die 
Dreiecke ABM und CBM sind demnach wegen der Ueberein- 
stimmung in allen drei Seiten congruent, uud es folgt daraus 
die Gleichheit der Nebenwinkel AMB und CMB, sowie die Con- 
gruenz der vier Dreiecke ABM, CBM, CDM, ADM, d. h.: 
Die Diagonalen eines Rhombus schneiden sich recht- 
winklig und theilen das Viereck in vier congruente 
Dreiecke. 

Da hiernach der Rhombus ABCD als das Vierfache des 
rechtwinkligen Dreieckes ABM betrachtet werden kann, so hat 
man den Satz: Der Rhombus ist durch zwei Bestand- 
theile bestimmt. 


e. Das Quadrat kanu ebensowohl als gleichseitiges Recht- 
eck wie als rechtwinkliger Rhombus betrachtet werden, und daher 
finden alle obigen Sätze statt, nämlich: Die Diagonalen des 
Quadrates sind einander gleich, schneiden sich recht- 
winklig und theilen das Viereck in vier congruente 
gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke. 

Für die Bestimmung des Quadrates hat man den einfachsten 
aller bisherigen Sätze, nämlich: Das Quadrat ist durch seine 
Seite allein bestimmt. 

II. Wie man diese Betrachtungen weiter fortsetzen und 
dadurch die Anzahl der Bestandtheile finden könnte, welche zur 
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Bestimmung von Fünf-, Sechsecken u. s. w. nothwendig sind, 
erhellt aus dem Bisherigen ohne Schwierigkeit ; um aber der Be- 
trachtung selbst gleich das allgemeinste Gepräge zu verleihen, 
wollen wir die Frage zu beantworten versuchen, wieviel im All- 
gemeinen Bestandteile gegeben sein müssen, damit ein Vieleck 
von n Seiten bestimmt sei. — Denken wir uns ein Vieleck von 
beliebig vielen Seiten und über einer Seite AB Fig. 27. 
desselben ein Dreieck construirt, dessen Seiten AC 
und BC nicht in die Verlängerungen der an- 
stossenden Vieleckseiten fallen, so nimmt das Viel- 
eck um eine Seite zu. Von dem angesetzteu Drei- 
ecke müssen, wenn dasselbe bestimmt sein soll, drei 
Bestandteile gegeben sein, und da einer derselben, die Seite 
AB, von Hause ans bekannt war, so bedarf es nur noch der An- 
gabe zweier Bestandteile dieses Dreieckes, d. h. des ganzen Viel- 
eckes, weil das Dreieck ein Stück vom Vielecke ist. Mit anderen 
Worten: wenn die Seitenzahl eines Vieleckes um Eins zunimmt, 
so wächst die Anzahl der zur Bestimmung des Vieleckes nötigen 
Bestandteile um Zwei. 

Gehen wir nun von dem Dreiecke aus, zu dessen Bestim- 
mung drei Bestandteile erfordert wurden, so folgt, dass zur Be- 
stimmung 

eines 4Ecks gehören 5 = 2.4 — 3 Bestandteile 

,, 5 ,, / == 2 . 5 3 ,, 

,, 6 „ ,, 3 2 . 6 3 ,, 

u. s. f. 

Zur Bestimmung eines Vieleckes von n Seiten ge- 
hören demnach im Allgemeinen 2 n — 3 Bestand- 
teile. 

Auch hier köunen, wie beim Viereck, Fälle eintreten, in 
welchen man mit einer geringeren Anzahl von Bestandteilen 
auskommt. Bei einem Vielecke z. B., dessen Seiten und Winkel 
gleich sind, d. h. bei einem regelmässigen Vielecke, kennt 
man die Winkel gleich von vornherein [da nämlich die n glei- 
chen Winkel zusammen die Winkelsumme (2 m — 4) R ausmachen 
sollen, so muss jeder der »** Theil von (2 m — 4 )ü sein], und 
man bedarf Folglich nur noch der Kenntniss der Seiten, d. h. 
einer Seite, weil sämmtliche Seiten einander gleich sein sollen. 



Digitized by Google 



40 


Dies giebt den Satz: Ein regelmässiges Vieleck ist 
durch eine seiner Seiten bestimmt. 

Der vorige, von der Bestimmung des Quadrats handelnde • 
Satz ist nur ein specieller Fall dieses Theoremes; das reguläre 
Viereck nämlich und das Quadrat sind eine und dieselbe Figur, 
wie man sogleich aus den bisher entwickelten Eigenschaften des 
Quadrats erkennen wird. 


Construetioneii zu Cap. II. 


Wenn wir in dem Vorhergehenden gezeigt haben, dass ein 
Vieleck völlig bestimmt ist, sobald nur eine gewisse Anzahl seiner 
Bestandtheile gegeben vorliegt, so haben wir damit bewiesen, 
dass es jederzeit möglich sein muss, aus einer hinreichenden 
Anzahl gegebener Bestandtheile die übrigen noch unbekann- 
ten Theile zu finden, und dieser Nachweis würde für eine rein 
theoretische Auffassung der Wissenschaft hinreichen. In der 
Praxis verlangt man aber mehr; hier genügt die Möglichkeit 
nicht, das Unbekannte finden zu können, man will vielmehr das- 
selbe in Wirklichkeit hergestellt sehen. Sowie man nun in 
der Arithmetik unbekannte Grössen aus gegebenen Grössen ab- 
leitet, wenn jene mit diesen in einem bestimmten Zusammen- 
hänge stehen, so kann man auch in der Geometrie unbekannte 
Gebilde aus bekannten oder gegebenen Gebilden ableiten, wenn 
zwischen beiden ein Zusammenhang stattfindet, und so wie dort 
die unbekannte Grösse gefunden wird, wenn man die gegebenen 
Grössen auf gewisse Weise durch Rechnung mit einander ver- 
knüpft, so entsteht auch hier das unbekannte Gebild aus den be- 
kannten, indem man letztere auf gewisse Weise zu ferneren Ge- 
stalten mit einander verbindet. Eine solche Verbindung gegebener 
Gebilde, welche zur Kenntniss eines gesuchten unbekannten Ge- 
bildes führt, heisst eine geometrische Construction und 
wird durch diesen Namen in so fern passend bezeichnet, als in 
der That ein solches Verfahren mit einem Zusammenbau ge- 
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gebener Stücke Aehnlichkeit besitzt. Um aber derartige Con- 
structionen ausführen zu können , muss man wenigstens eine oder 
einige der einfachsten Constructionen selbst erst voraussetzen, da 
sich das Verwickeltere nur leisten' lässt, wenn man das Einfache 
bereits kennt; in der That macht auch die Geometrie derartige 
Voraussetzungen, indem sie annimmt, dass man erstlich zwischen 
zwei gegebenen Punkten eine Gerade zu ziehen und 
zweitens aus einem gegebenen Punkte mit einem vor- 
geschriebenen Halbmesser einen Kreis zu beschrei- 
ben verstehe (mechanisch ist dies bekanntlich mit Hülfe des 
Lineals und Zirkels sehr leicht). Jede Construction, welche nur 
aus einer endlichen Anzahl von Wiederholungen dieser Grund- 
constructionen besteht, heisst eine elementar-geometrische; 
dagegen gehört jede Construction, Welche noch andere Hilfsmittel 
als Gerade und Kreis voraussetzt . in das Gebiet der höherem 
Geometrie. 


1. Aus den drei gegebenen Seiten eines Dreieckes 
das Dreieck selbst zu construiren. Sind a,b,c die ge- 
gebenen Seiten, so beschreibe man aus dem Fig. 28. 


einen Endpunkte von a einen Kreis (oder auch 
nur Kreisbogen) mit dem Halbmesser b, und 
aus dem anderen Endpunkte von « ebenfalls 
einen Kreis mit dem Halbmesser c j den Durch- 
schnittspunkt beider Kreise verbinde man mit 



den Endpunkten von a durch gerade Linien, so 


hat man das verlangte Dreieck, wie sich aus den in § 8 durch- 


geführten Betrachtungen auf der Stelle ergiebt. Sollten sich die 


mit den Halbmessern b und c beschriebenen Kreise nicht schnei- 


den, so wäre aus den Kreisen a, b und c auch kein Dreieck 
möglich; dieser Fall würde z. B. eintreten, wenn b-\-c nicht 
mehr betröge als a. 

Berücksichtigt man, dass es mittelst des angegebenen Ver- 
fahrens immer möglich ist, ein Dreieck zu construiren, welches 
mit einem gegebenen Dreiecke in den Seiten übereinstimmt, 
und bedenkt man weiter, dass bei einer solchen Copie des Drei- 
eckes gleichzeitig die Winkel copirt werden, so hat man gleich 
eine Construction für die folgende Aufgabe: 
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2. An den Endpunkt einer gegebenen Geraden 
«ine zweite Gerade so anzulegen, dass beide einen 
Fig 29 . gegebenen Winkel einschliessen. - 

Ist AG die gegebene Gerade und W der 
gegebene Winkel, so verbinde man zwei 
auf den Schenkeln desselben beliebig ge- 
wählte Punkte L und N durch eine Ge- 
rade und construire nun ein Dreieck, wel- 
ches die Seiten AB — ML , BC — LN 
und AC = MN hat; dann sind die Dreiecke BAC und LMN 
wegen der Uebereinstimmung in allen Seiten congruent und folg- 
lich ist Z BAC = Z LMN — W, wie verlangt wurde. In der 
Praxis ist es am bequemsten, die Seiten LM und MN einander 
gleich zu nehmen, so dass W der Winkel an der Spitze eines 
gleichschenkligen Dreieckes wird. 

Von diesem Verfahren zur Abtragung oder Uebertragung 
eines Winkels von einer Stelle zur anderen lässt sich ein vor- 
theilhafter Gebrauch zur Lösung der folgenden Aufgabe machen : 



3. Durch einen gegebenen' Punkt eine Gerade 
zu ziehen, welche einer gegebenen Geraden parallel 
Fig. 30. läuft. Ist AB die gegebene Gerade, und P 
m der (ausser ihr) gegebene Punkt, so verbinde 

Ä_ p/ b' man denselben mit irgend einem Punkte Q der 

/ Geraden AB durch eine gerade Linie BPQ 

A 7h R u«d trage den entstehenden Winkel IIQB so 
an P, dass Z RPB' = Z RQB wird ; es ist. 
dann der Winkelschenkel PB' oder die Gerade A'B' parallel 
zu AB, wie sogleich aus dem Satze folgt, dass zwei Gerade 
parallel laufen, sobald sie mit einer dritten gleiche correspondi- 
rende Winkel bilden. 

Unter den Aufgaben, welche sich durch Ziehen von Paral- 
lelen lösen lassen, ist die folgende besonders wichtig: 


4. Eine Gerade von gegebener Länge in eine vor- 
geschriebene Anzahl gleicher Theile zu theilen. 
Man lege an die gegebene Gerade AF unter einer einem be - 
liebigen Winkel eine zweite Gerade Af, welche den Anfangs- 
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punkt mit der ersten gemein hat; auf dieser zweiten Geraden 
trage man eine Strecke Ab von will- Fig. 31. 

köhrlicher Länge mehrmals hinter ein- — £ — Ü £ F 

ander auf (Ab = bc — cd — de = ef), "> j 

und zwar sovielmal, als die Anzahl der •' . ; 

gleichen Theile beträgt, in welche AF jF'iA i 

getheilt werden soll; den letzten so erhal- ^ J? 

tenen Punkt f verbinde man mit dem / ' N 

Endpunkte F der gegebenen Geraden und ziehe nun durch b, 
c, d u. s. w. Parallelen zu fF, so theilen diese AF in die ver- 
langte Anzahl gleicher Theile. — Zunächst ist leicht zu sehen, 
dass AF bei diesem Verfahren in ebenso viel Theile getheilt 
wird wie Af; denn da die Parallelen bB , cC, dB u. s. w. nicht 
Zusammentreffen, so schneidet jede die Gerade AF in einem an- 
deren Punkte und mithin entstehen auf AF ebenso viel Thei- 
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lungspunkte , als auf Af vorhanden , also vorgeschrieben waren. 
Dass aber die Theile AB, BC, CD u. s. w. auch einander 
gleich sind, erkennt man leicht, wenn die Geraden bm, cn, dp 
u. s. w. parallel zu AF gezogen werden; es entstehen dann die 
Parallelogramme BCmb, CDnc, BEpd u. s. w. , und in diesen 
sind nach § 10, I. die Gegenseiten einander gleich, also BC — 
bm, CD — cn, DE = dp u. s. w. Kanu man nun nach- 
weisen, dass AB, bm, cn, dp u. s. w. unter sich gleich sind, 
so folgt augenblicklich nach dem Vorigen, dass jetzt auch AB, 
BC, CD u. s. w. einander gleich sind. Die sämmtliehen Drei- 
ecke AbB, bem, cdn, dep u. s. w. stimmen aber erstlich überein 
in den Seiten Ab, bc, cd u. s. w. (vermöge der Construction) ; ferner 
in den correspondirenden Winkeln BAb, mbc, ned u. s. w. einer- 
seits und AbB, bem, cdn u. s. w. andererseits, und sind mithin 
sämmtlich congment; daraus folgt denn AB — bm = cn — dp 
u. s. w., und nach dem Obigen AB = BC = CD = DE u. s. w. 

In dem Falle, wo es sich um eine Theilung in nur zwei 
gleiche Theile handelt, kann man sich auch eines anderen Ver- 
fahrens bedienen, welches wir, da es kürzer als das vorige ist, 
noch besonders erwähnen wollen. 


5. Eine Gerade von gegebener Länge zu halbiren. 
Man beschreibe über und unter der gegebenen Geraden AB 


X 
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gleichschenklig« Dreiecke ABC und ABD , was sich nach Nr. 1 
ausführen lässt, wehn man AB — « und b—c 
nimmt; die Spitzen dieser Dreiecke verbinde 
man durch eine Gerade CD, so schneidet diese 
die gegebene Gerade im Halbirungspunkte M. 
Die Dreiecke ACD und BCD stimmen näm- 
lich in den Seiten AC und BC, AD und BD 
überein (vermöge der Construction) und be* 
sitzen die Seite CD gemeinschaftlich; sie sind 
mithin nach § 9 congruent, woraus Z ACD 
— Z BCD folgt. Die Dreiecke AMC und BMC haben null 
erstlich die Seite CM gemein, ferner ist in ihnen AC — BC 
(vermöge der Construction), und ausserdem sind nach dem Vo- 
rigen die Winkel ACM und BCM gleich; daraus zusammen 
folgt die Congruenz der fraglichen Dreiecke (nach § 8, I.) und 
mithin ist auch AM — BM, also M der Mittelpunkt von AB, 
Man kann noch bemerken , dass zugleich Z AMC = Z BMC , 
folglich, weil beide Winkel zusammen zwei Rechte ausmachen, 
jeder gleich einem Rechten sein muss; die Gerade CD bildet 
also mit AB einen rechten Winkel oder, wie der Kunstausdruck 
ist, CD steht senkrecht auf AB. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie sich Gerade in beliebig 
gleiche Theile theilen lassen, müssten wir nun eigentlich zeigen* 
wie mau die Theilung von Winkeln auszuführen hätte. Diese 
Aufgabe Übersteigt aber die Kräfte der Elementargeometrie ; man 
kann mit Hilfe der geraden Linie und des Kreises einen belie- 
bigen Winkel nur in zwei und ausserdem noch den rechten 
Winkel in drei gleiche Theile zerlegen, wie wir in dem Nach- 
folgenden zeigen wollen. 


Fig. 32. 

•• C- 
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6. Einen gegebenen Winkel zu halbiren. Auf 
den Schenkeln AO und BO des gegebenen Winkels AOB nehme 
Fig. 33. man vom Scheitel 0 aus zwei gleiche Abschnitte 
OM = ÖjY, so dass also das Dreieck OMN 
ein gleichschenkliges Dreieck sein würde; über 
MN als Basis beschreibe man nun ein zweites 
gleichschenkliges Dreieck MNP (am bequem- 
sten nimmt man MP — OM), so ist die Ge- 
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rade OP die Halbirungsliuie des Winkels AOB. Da nämlich 
durch die Construction OM = ON und MP = NP geworden 
und die Gerade OP den Dreiecken OMP und ONP gemein- 
schaftlich ist, so stimmen letztere in allen Seiten überein und 
sind folglich congruent. Man hat daher auch Z MOP = Z NOP , 
d. h. der Winkel AOB ist in zwei gleiche Theile getheilt. 

Die vorstehende * Construction ändert sich in Nichts, wenn 
der Winkel AOB ein gestreckter sein sollte, der halbe Winkel 
MOP ist in diesem Falle ein rechter und man Fig. 34. 
hat' also dann die Aufgabe: JP- 

7. Auf einer gegebenen Geraden 
durch einen in ihr gegebenen Punkt 
eine Senkrechte zu errichten, Ajjf— 


c 

I 


Fig. 35. 

.. 
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zu gleicher Zeit mit gelöst. 

8. Einen rechten Winkel in drei gleiche Theile 
zu theilen. Auf dem einen Schenkel PO des gegebenen rech- 
ten Winkels BOC nehme man vom Scheitel 0 aus einen be- 
liebigen Abschnitt ON und errichte über 
diesem ein gleichseitiges Dreieck ONU; hal- 
birt man noch den Winkel NO U desselben 
durch die Gerade OV, so theilen die Gera- 
den OU und OV den Winkel BOC in drei 
gleiche Theile. Da nämlich (nach g 8, /») 

INOU = | R ist, so muss Z COU = ' iT 

R — l B = \R sein, und da ferner jeder der gleichen Winkel 
UOV und NOV die Hälfte von NOU, d. h. die Hälfte von 
l B ausmacht, so beträgt jeder J- R, also ebenso viel wie Z COU. 

Kehrt man diese Betrachtung um, so erhält mau die Auf- 
lösung der praktisch nicht unwichtigen Aufgabe: 


/ 


A 


9. Auf einer gegebenen Geraden eine durch 
ihren Endpunkt gebende Senkrechte zu errichten. 
Ist nämlich 0 der Endpunkt, so nehme man den beliebigen Ab- 
schnitt " ON, beschreibe über demselben das gleichseitige Dreieck 
NOU, halbire den Winkel NOU und mache darauf Z UOC — 
Z UO 1", so ist der entstehende Winkelschenkel OC die gesuchte 
Senkrechte. Der Winkel NOC besteht nämlich aus den Win- 
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kein NOU und UOC, d. h. NOU und (NOU, und ist folg- 
lich = = R. 

In den beiden Aufgaben 7 und 9, deren Lösungen sich hier 
mit ergaben, lag der Punkt, durch welchen die auf einer Geraden 
senkrecht zu errichtende Linie gehen sollte, immer in der Ge- 
raden selbst; für den Fall aber, dass er ausserhalb derselben liegt, 
gestaltet sich die Sache wie folgt. 

10. Auf eine gegebene Gerade von einem be- 
stimmten Punkte ausser ihr eine Senkrechte herab- 
zulassen. Man verbinde den gegebenen Punkt P mit einem 

Fig. 36. beliebigen Punkte M den- gegebenen Geraden 
AB durch die Gerade AIP, mache auf der an- 
deren Seite der Geraden AB den Winkel BMQ 
= dem Winkel BMP und nehme MQ — MP, 
so steht die Gerade PQ senkrecht auf AB. — 
Da nämlich MP = MQ, Z OMP = Z OMQ 
und die Seite MO den Dreiecken MOP und MOQ gemeinschaft- 
lich ist, so sind die letzteren nach § 8, I. congruent; daraus folgt 
Z MOP = Z MOQ, und da beide Winkel den gestreckten Win- 
kel POQ ausfüllen, so ist der letztere in zwei gleiche Theile 
getheüt, d. h. Z MOP = Z MOQ = R. 

Zu bemerken ist noch, dass die Gerade MP jederzeit grösser 
als die Senkrechte PO sein muss, weil MP immer dem grösse- 
ren Winkel gegenüberliegt. Unter allen Verbindungslinien zwi- 
schen einem Punkte und einer Geraden ist also die Senkrechte 
von jenem auf diese die kürzeste und heisst deswegen auch 
die Entfernung des Punktes von der Geraden. 



11. Einen rechten Winkel so zu legen, dass seine 
Schenkel durch zwei gegebene Punkte (A, B) gehen 
Fig. 37. und seine Spitze auf eine gegebene 


o 

C- 

i \ \ 


Gerade (DE) fällt. Vermöge der Bemer- 
kung, dass in einem rechtwinkligen Dreiecke 
die Spitze des rechten Winkels ebenso weit 
vom Mittelpunkte der Hypotenuse entfernt 
ist, als dieser von den Endpunkten der Hy- 
potenuse, ergiebt sich folgende Construction: 
man halbire die Gerade AB in M und be- 
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schreibe aus M mit MA — MB als Halbmesser einen Kreis; 
schneidet dieser die Gerade DE in den Punkten C und C, so 
sind ACB und AC'B die gesuchten Lagen des rechten Win- 
kels. Dass in der That sowohl ACB als AC’B ein rechter 
Winkel ist, kann mittelst der Hilfslinie MC oder MC gezeigt 
werden; es entstehen nämlich zwei gleichschenklige Dreiecke 
ACM und BCM : in dem ernten ist /LMAC = Z MCA und 
der Aussenwinkel CMB = Z MAC-}- Z MCA = 2 /.MCA; 
im zweiten Dreiecke hat man ähnlich Z MBC = Z MCB und 
den Aussenwinkel CMA = Z MBC -f Z MCB = 2 /.MCB. 
Da nun die Summe der beiden Aussenwinkel zwei Rechte be- 
trägt, so hat man aü'ch 

2 Z MCA + 2 Z MCB = 2 R odor Z MCA + Z MCB = R, 
also Z ACB = R, wie verlangt wurde. Für den Winkel AC'B 
ist der Beweis ganz analog, indem nur C' für C eintritt. 

Wenn, wie oben vorausgesetzt wurde, der Kreis die Gerade 
zweimal schneidet, so giebt es auch immer zwei Auflösungen des 
Problems; diese können verschieden oder gleich sein. Der erste 
Fall findet statt, sobald die Geraden AB und DE sich unter 
irgend einem spitzen Winkel schneiden, denn es sind dann die 
Dreiecke ABC und ABC nicht congruent; dagegen entstehen 
zwei gleiche Auflösungen (A ABC^ A ABC’), wenn DE ent- 
weder parallel oder rechtwinklig zu AB ist; geht die Gerade 
DE durch einen der gegebenen Punkte A und B, so degenerirt 
eines der Dreiecke ABC und ABC zu einer geraden Linie; hat 
sie ferner mit dem Kreise nur einen Punkt gemein, so giebt es 
nur eine Auflösung, trifft endlich der Kreis die Gerade gar nicht, 
so hat die Aufgabe keine Lösung. Will man sich alle diese 
Fälle der Reihe nach zur Anschauung bringen, so braucht man 
die Gerade DE nur um einen Punkt D von ihr, dessen Ab- 
stand von AB kleiner als der Kreishalbmesser ist, herumzudrehen 
und in verschiedenen Lagen die Construction zu wiederholen; 
man wird dabei bemerken, dass jederzeit zwei Auflösungen exi- 
stiren, so lange der Durchschnitt von AB und DE zwischen die 
Punkte A und B fällt. 
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Cap. III. 

Oie Vergleichung und Ausmessung der Flächen geradliniger 

Figuren. 

§ 11. 

Vergleichung der Flächen von Dreiecken und 
Parallelogrammen. 

Wir nehmen den am Ende von § 10 abgebrochenen Faden 
wieder auf, um jetzt die geradlinigen Gebilde aus einem neuen 
von selbst sich darbietenden Gesichtspunkte zu betrachten. Die 
bisherige Untersuchung beschränkte sich auf die, so zu sagen, 
äusseren Bestandtheile der geradlinigen Gestalten, auf die Ge- 
raden nämlich,, aus denen sie zusammengesetzt sind, und auf die 
Winkel, welche die letzteren mit einander bilden. Sobald aber 
ein Gebild zu einer geschlossenen Figur wird , tritt etwas 'ganz 
Neues hervor, nämlich die begränzte Fläche, welche gewisser- 
maassen den Inhalt der Figur bildet. Haben wir nun bisher 
die Vielecke nach ihren Seiten und Winkeln verglichen, so liegt 
es uns jetzt ob, auch die Flächen derselben einer Betrachtung 
zu unterwerfen. Diese Untersuchung würde sehr kurz ausfallen, 
wenn wir uns dabei auf congruente Vielecke beschränken woll- 
ten, denn es ist unmittelbar klar, dass congruente Vielecke auch 
gleiche Flächen haben: aber man sieht leicht ein, dass zur Gleich- 
heit der Flächen die Congnxenz der betreffenden Vielecke gar 
/ nicht nothwendig ist. Schneiden wir z. B. von einem Vielecke 
durch eine Diagonale eiu Dreieck ab und setzen dieses in einer 
anderen Lage irgend wo an das Uebrige wieder an, so entsteht 
ein zweites Vieleck, das offenbar dieselbe Fläche wie das ur- 
sprüngliche besitzt, ohne ihm oongruent zu sein. Es ergiebt sich 
daraus sogleich die Frage, womit wir uns zu beschäftigen haben ; 
sie lautet: Unter welchen Umständen sind Vielecke, abgesehen 
von ihrer Gestalt, einander an Fläche gleich? Die hierauf be- 
zügliche Untersuchung würde mit dem einfachsten Polygone, 
nämlich mit dem Dreieck, anzufangen sein; man kann aber, ohne 
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etwas Wesentliches zu ändern, auch das Parallelogramm zum Aus- 
gangspunkte wählen, weil jedes Dreieck als die Hälfte eines Pa- 
rallelogrammes angesehen werden darf. 


I. Sind zwischen parallelen Geraden zwei Parallelogramme 
ABCD und A'B'C'D' gezogen, welche in den Seiten AB und 


D 


Fig. 38. 


A'B' (den Grundlinien) übereinstimmen, 
so entstehen zwei Trapeze AA'D'D und 
BB'CC, die zur Deckung gebracht wer- 
den können, wenn man das zweite um 
AB = A'B' verschiebt, bis BC auf AD 
fällt. Hieraus folgt unmittelbar die Con- 
gruenz dieser Trapeze und daraus die Gleichheit ihrer Flächen. 
Nimmt mau von jedem derselben das Trapez BA'D'C weg, so 
bleibt von dem ersten das Parallelogramm ABCD , vom zweiten 
das Parallelogramm A'B'C'D diese Reste müssen aber nach 
einem bekannten Grundsätze gleich sein, d. h.: Parallelo- 
gramme, welche zwischen denselben Parallelen lie- 
gen und gleiche Grundlinien haben, besitzen gleiche 
Flächen. 

Man kann diesen wichtigen Satz noch auf einen anderen 
Ausdruck bringen, welcher sich durch seine Kürze empfiehlt. 
Lässt man nämlich von zwei Punkten M und N einer Parallelen 
Senkrechte auf die andere Parallele herabfallen, so sind diese 
Senkrechten MB und NQ einander parallel, weil sie mit der 
Geraden PQ gleiche correspondirende Winkel bilden ; das Viereck 
MNQP ist mithin ein Parallelogramm (specieller ein Rechteck), 
und in diesem sind die Gegenseiten MP und NQ gleich; d. h.: 
Parallele Gerade haben überall gleiche Entfernung von einander. 
Nennen wir nun Höhe eines Parallelogrammes die Entfernung 
der Grundlinie von der Gegenseite, so lautet der oben ausge- 
sprochene Satz folgendermaassen : Parallelogramme von glei- 
chen Grundlinien und gleichen Höhen haben gleiche 
Flächen. 

Da von zwei gleichen Grössen auch die Hälften gleich sind, 
so folgt hieraus unmittelbar der Satz : Dreieckevon gleichen 
Grundlinien und gleichen Höhen besitzen gleiche 
Flächen. 

Schlöroilch, Geometrie I. 5. Aafl. 4 
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II. Der vorigen Vergleichung zweier Parallelogramme, die 
in einer Seite (der Basis), nicht aber in den Winkeln überein- 
stimmen, lässt sich eine andere Vergleichung gegenüberstellen, 
bei welcher die Parallelogramme einen gemeinsamen Winkel, 
aber verschiedene Seiten besitzen. Zieht man 
nämlich durch einen Punkt F in der Diago- 
nale BD eines Parallelogrammes AB CD Pa- 
rallelen zu den Seiten des Vierecks, so zer- 
fällt dieses in vier Parallelogramme DEFG, 
AIFE, CGFH, BHFI, von denen das erste 
und letzte in Dreiecke getheilt sind; dabei gelten folgende Be- 
ziehungen : 

in dem Parallelogramme A BCD , A ABD = A CDB, 

„ „ „ DEFG, A t)EF — A GDF, 

„ „ „ BHFI, A FIB = AHFB, 

Nehmen wir die beiden letzten Flächen von der ersten 
weg, so müssen gleiche Flächen übrig bleiben; linker Hand be- 
steht dieser Rest aus dem Parallelogramme AIFE, rechts aus 
dem Parallelogramme CGFH, diese Flächen sind also gleich, 
und man hat daher den Satz : Legt man durch einen Punkt 
der Diagonale eines Parallelogrammes Parallelen zu 
den Seiten desselben, so sind die auf entgegengesetz- 
tenSeiten der Diagonale liegenden neuen Parallelo- 
gramme an Fläche gleich. 



§ 12 . 


Vergleichung der Flächen von Rechtecken und 
Quadraten. 


I. Das am Ende des vorigen Paragraphen ausgesprochene 
Theorem gestattet eine wichtige Anwendung auf das Rechteck 
Fig. 40. AB CD, und zwar ist es hier von In- 



teresse, den Punkt F so zu wählen, dass 
eins der Rechtecke AIFE und CGFH, 
etwa das letztere, zu einem Quadrate 
wird; man erreicht dies leicht, indem 
man den rechten Winkel bei C halbirt 
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und zum Punkte F den Durchschnitt der Halbirungslinie mit 
der Diagonale BI) nimmt. ' Es ist nun das Quadrat CGFH 
gleich dem Rechtecke AEFI , dessen Seiten sich näher angeben 
lassen, wenn man auf FD in D eine Senkrechte errichtet, welche 
die Verlängerung von FE in K schneidet. Zufolge dieser Con- 
struction ist nämlich 

Z EDF+ Z EDK = li, 
andererseits in dem rechtwinkligen Dreiecke DEF 
Z EDF+ Z DFE = R, 
mithin durch beiderseitige Vergleichung 

Z EDK = Z DFE = Z II FD. 

Die Dreiecke EDK und I1FB stimmen also in den gleich- 
namigen Winkeln überein, sie sind ferner beide rechtwinklig; 
endlich ist noch ED — IIF, weil beide Linien = FG sind; 
aus dieser Uebereinstimmung in einer Seite und zwei Winkeln 
folgt nun die Congrueuz der Dreiecke EDK und HFB, daraus 
EK — HB oder EK = EA. In Beziehung auf das recht- 
winklige Dreieck FDK betrachtet, hat das Quadrat CGFH das 
Perpendikel DE zur Seite, und die Seiten des Rechteckes AEFI 
bestehen aus den Abschnitten EF ünd EK = EA der Hypo- 
tenuse, und wenn das rechtwinklige Dreieck FDK zuerst ge- 
geben wäre, so würde mau dasselbe immer zu der obigen Figur 
ergänzeu können; demnach gilt allgemein der Satz: In jedem 
rechtwinkligen Dreiecke ist das Quadrat über dem 
von der Spitze des rechten Winkels auf die Hypo- 
tenuse gefällten Perpendikel an Fläche gleich dem 
Rechtecke aus den Abschnitten der Hypotenuse. 

II. Das rechtwinklige Dreieck bietet noch eine zweite Ge- 
legenheit zur Vergleichung der Flächen eines Quadrates und eines 
Rechteckes. Ist nämlich ACB ein bei C Fig. 41. 

rechtwinkliges Dreieck und ACDE das 
Quadrat der einen Kathete desselben, mit- 
hin AE || CD , so kann man aus den 
Seiten AB und AE leicht auf die Weise 1 N 

• ** D B ji* 

ein Parallelogramm construiron, dass man 

CD über D hinaus verlängert und durch E eine Parallele zu 

AB legt, bis sie jene Verlängerung in F schneidet. Die Paral- 

4* 
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lelogramme ACDE und ABFE besitzen jetzt gleiche Höhen 
und gleiche Grundlinien (CD = AE = BF), mithin ist das 
Quadrat ACDE an Fläche gleich dem Parallelogramme ABFE. — 
Fällt man weiter von A und B aus auf die (nöthigenfalls ver- 
längerte) Gerade FE die Senkrechten AG und Bll , so haben 
die Parallelogramme ABFE und ABHG die Gerade AB zur 
gemeinsamen Grundlinie und ausserdem die nämliche Höhe AG 
— BH, also wiederum gleiche Flächen. Es ist also einerseits 
ABFE — ACDE, andererseits ABFE — ABUG, mithin 
das Quadrat ACDE gleich dem Rechtecke ABHG. Letzteres 
hat zur eineu Seite AB die Hypotenuse des Dreiecks ABC, die 
andere Seite BH bestimmt sich, wenn man von C auf AB die 
Senkrechte CK herablässt. Aus ähnlichen Gründen wie in Nr. I. 
ist dann Z ACK = Z CBK oder, wenn mau für letzteren den 
correspondirenden Winkel BFH setzt, Z ACK — Z BFH, fer- 
ner Z AKC = Z BHF = B, endlich AC = BF, weil beide 
Linien = AE sind. Die Dreiecke ACK und BFH stimmen 
also in einer Seite und zwei Winkeln überein, sind mithin con- 
gruent und liefern die Beziehung AK = Bll, welche zeigt, 
dass die Rechtecksseite BH gleich dem an der Kathete AC lie- 
genden Abschnitte der Hypotenuse ist. Dies giebt den Satz: 
Fällt man in einem rechtwinkligen Dreiecke eine 
Senkrechte von der Spitze des rechten Winkels auf 
die Hypotenuse, so ist dasQuadrat irgend einer Ka- 
thete gleich dem Rechtecke aus der Hypotenuse und 
dem an jener Kathete liegenden Abschnitte der- 
selben. 

Man kauu diesen Satz mit Hilfe einer neuen Benennung 
etwas anders ausdrücken. Lässt man nämlich von den Endpunkten 
P und Q einer beliebigen geraden oder krummen Linie Senk- 
rechte auf eine Gerade AB herab und bezeichnet die Fusspunkte 
dieser Senkrechten mit P' und Q', so nennt man nicht selten 
die Strecke P'Q’ die Projection der Linie BQ ; der obige Satz 
lautet dann: Projicirt man die Katheten eines recht- 
winkligen Dreieckes auf die Hypotenuse, so ist das 
Quadrat irgend einerKathete gleich demRechtecke 
aus ihrer Projection uud der Hypotenuse. 
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III. Das vorstehende Theorem führt zu einer bemerkens- 
werthen Folgerung, wenn man dem Rechtecke eine etwas andere 
Lage giebt. Ist nämlich ABNM das Quadrat Fig. 42. 
der Hypotenuse und CKL die bis zum Durch- 
schnitte mit MN verlängerte Senkrechte, so 
hat man 

Quadrat über AC gleich dem Rechteck AKLM , 

„ „ BC „ „ „ BKLN ; 

durch Addition ergiebt sich links die Summe der 
Quadrate über AC und BC, rechts das Quadrat 
ABNM, welches jener Summe gleich sein 
muss; d. h.: ln jedem rechtwinkligen Dreiecke ist 
die Summe der Kathetenquadrate gleich dem Hypo- 
tenusenquadrat. 

Nach seinem Erfinder führt dieses Theorem den Namen des 
Py thagoräischen Lehrsatzes*). 

*) Ein sehr anschaulicher Beweis desselben ist folgender. ABC sei 
das rechtwinklige Dreieck, über dessen Hypotenuse BC das Quadrat BCDE 
construirt ist; klappt man das Dreieck ABC um, so Fig. 43. 
dass es in die Lage MBC kommt , so zerfällt der rechte 
Winkel BCB in zwei Winkel BCM und MCD oder 
BCM 4- ./ MCD = It ; ausserdem ist aber auch 
A.BCM + A.CBM = H; durch Vergleichung mit dem 
Vorigen und durch beiderseitige Subtraetion von BCM 
folgt hieraus, dass AMCD = A.CBM ist. Man ge- 
winnt also Platz, um das Dreieck ABC zum zweiten 
Male in das Quadrat BCDE zu legen, und zwar so, 
dass die Hypotenuse auf CD und die längere Kathete 
an CM zu liegen kommt und demnach CDN das zweite zu ABC congruente 
Dreieck ist. Man übersieht auf der Stelle, wie sieh dieses Verfahren fort- 
setzen lässt und dass hierbei das Quadrat BCDE in fünf Stücke zerfällt ; 
in die vier zu ABC congrnenten Dreiecke BCM, CDN, DEP, EBQ und 
in das Quadrat MNPQ, dessen Seite nichts Anderes als der Unterschied 
unter den Katheten des ursprünglichen Dreieckes ist (man hat nämlich MN 
— CN— CM = AB — AC, ebenso NP = DP— DN = AB — AC u s. w.). 
Diese fünf Bestandtheile -lassen sich aber auch auf andere Weise anordnen, 
wenn man nämlich die vier Dreiecke nicht mit den Katheten , wie es hier 
der Fall ist, sondern mit den Hypotenusen an einander legt. Dies geschieht 
auf folgende Weise: 
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§ 13. 

Die Verwandlung der Vielecke in andere von glei- 
cher Fläche. 


I. Die Sätze der vorigen Paragraphen liefern die Mittel, 
um Vielecke in andere zu verwandeln, welche dieselben Flächen, 
Fig. 45. aber weniger Seiten besitzen. Ist z. B. das 
G G > Vieleck ABCDEFG gegeben, so schneide 

man davon mittelst der Diagonale AF ein 
Dreieck AFG ab und lJge durch G eine 
Parallele zur Diagonale. Verlängert man 
darauf die Seite FF , bis sie jener Paral- 
lele in G' begegnet, und zieht AG', so 

Wir stellen in Fig. 44,1 zuerst das Dreieck BCM auf und lehnen daran 
das zweite Dreieck (CDN in Fig. 44 «) so, dass die Hypotenusen zusammen- 
Fig. 44«. 




fallen und ein Bcchteck BMCF entsteht. Daneben legen wir das dritte 
Dreieck CG II (in Fig. 44« DKP) und an dieses das vierte, ähnlich wie 
vorhin, ko dass beide zusammen das Rechteck CGHI ausraaclien. ln den 
Winkel ¥111 bringen wir endlich noch das fünfte Stück (in Fig. 44« MNPQ), 
so dass jetzt ein Sechseck BMQHLK entstanden ist, welches dieselbe Fläche 
wie das frühere Quadrat liCV E besitzt. Verlängern wir die Gerade KL, 
bis sie MG in S schneidet, so zerfällt jenes Sechseck in zwei Rechtecke 
BMSK und SGHL , über welche Folgendes zu bemerken ist. Es war IL 
— CS der Unterschied beider Katheten und CM die kleinere Kathete, beides 
zusammen giebt die grössere Kathete, mithin ist MS = MB, folglich das 
Rechteck BMSK ein Quadrat und zwar das über der grösseren Kathete 
construirte Quadrat; ferner war CG die grössere Kathete, der Unterschied 
beider Katheten CS davon abgezogen, giebt die kleinere Kathete, mithin 
ist SG = GH, folglich das Rechteck SGHL ein Quadrat und zwar das 
Quadrat der kleineren Kathete. Die beiden Quadrate BMSK und SGHL 
füllen zusammen das Sechseck BMGHLK und dieses kommt dein Quadrate 
BCDE in Fig. 44« gleich, es ist also in der Tliat das Hypotenusenquadrat 
aus denselben Stücken zusammengesetzt, wie die Summe der Kathetenquadrate. 
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entsteht ein Dreieck AFG', welches dieselbe Fläche wie AFG 
besitzt. Wenn man nun zu dem übrigen Vielecke FABCDE 
das Dreieck AFG' hiuzusetzt, so ist an die Stelle des weggenom- 
menen Dreieckes (AFG) ein gleich grosses getreten, und dem- 
nach hat sich die Fläche des ganzen Vieleckes nicht geändert, 
dagegen enthält das neue Vieleck ABCDFFG' eine Seite we- 
niger als das ursprüngliche, weil FF und FG' in gerader Linie 
liegen, also nur eine Seite EG' ausmachen. — Dieses Verfahren 
kann mehrmals nach einander angewendet werden, um suecessiv 
die Seitenzahl des Vieleckes (jedesmal um Eins) zu vermindern; 
beim Dreieck aber verbietet sich die weitere Anwendung von 
selbst durch den Umstand, dass das Dreieck keine Diagonalen 
besitzt. Jedes Vieleck lässt sich demnach in ein 
Dreieck von gleicher Fläche verwandeln. 

Ist man auf dem vorigen Wege zu dem Dreiecke ABC 
gelangt, so kann man dieses noch in ein Parallelogramm um- 
' setzen; halbirt man nämlich eine Seite BC Fig. 4ö. 
in D , zieht durch I) eine Parallele zu . AB F 

und durch B eine Parallele zu AC, welche *■/'' \p « • 
die erste Parallele in F schneidet, so ist in / 
den Dreiecken DCE und DBF der Con- ^ g 

struction zufolge BD — CD , ferner Z BDF = Z CDE (Scheitel- 
winkel) und Z DBF = Z DCE (Wechselwinkel). Die Dreiecke 
BFD und CED sind demnach congruent (§ 7), also auch von 
gleicher Fläche. Schneidet man von dem Dreiecke ABC das 
Dreieck CDE ab und setzt statt dessen das gleiche Dreieck 
BDF zu, so ist das entstehende Parallelogramm ABFE dem 
Dreiecke ABC an Fläche gleich; man hat daher den Satz: 
Jedes Vieleck lässt sich in ein Parallelogramm von 
gleicher Fläche verwandeln. 

Fällt man von den Punkten E und F auf die verlängerte 
AB die Senkrechten EG und FH, so entsteht ein Rechteck 
EFHG, welches dem Parallelogramme AEFB Fig. 47. 

an Fläche gleich kommt, d. h.: Jedes Viel- e f 

eck kann in ein Rechteck von glei- /'"j 

eher Fläche verwandelt werden. A ß B n 

Um endlich aus diesem Rechtecke ein Quadrat zu machen, 
benutzen wir den in § 12, I. bewiesenen Satz in Verbindung 
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Fig 48. 


L. 

A 


mit der Aufgabe 11 im Anhänge zu Cap. II. Es kommt näm- 
lich darauf an, ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren, in wel- 
chem die Rechtecksseiten EF und EG als Abschnitte der Hy- 
potenuse erscheinen; das Quadrat des auf die Hypotenuse gefäll- 
ten Perpendikels wäre dann das gesuchte Quadrat. Man erreicht 
dies leicht, wenn man auf der Verlängerung 
von FE die Strecke EK = EG nimmt, 
ferner GE verlängert und einen rechten 
Winkel so legt, dass seine Schenkel durch 
die Punkte F und K gehen und seine 
~ >H Spitze auf die Verlängerung von GE fällt, 
wenn man also FK in M halbirt und mit MK als Halbmesser 
aus M einen Kreis beschreibt, welcher die verlängerte EG in 
dem gesuchten Winkelscheitel schneidet. Ist hiermit die Seite 
EL des gesuchten Quadrates bestimmt, so kann man sagen: 
Jedes Vieleck lässt sich in ein Quadrat von dersel- 
ben Fläche verwandeln. 


.31 


i F 


II. Wir denken uns jetzt mehrere neben einander liegende 
Vielecke und jedes derselben mittelst der obigen Constructionen 
in ein Quadrat verwandelt; wir haben dann ebensoviel einzelne 
Quadrate, und es entsteht von selbst die Frage, ob sich diese 
Flächen nicht zu einem einzigen Quadrate vereinigen lassen. In 
der Beantwortung dieser Frage liegt nun die Bedeutung des Py- 
thagoräischen Satzes: Sind nämlich zwei Quadrate vorhanden, 
Fig 49. von Jenen das eine die Seite AB, das andere die 
Seite AC besitzt, so kann man diese Seiten zu 
Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes BAC 
nehmen und es ist das Quadrat über der Hypo- 
tenuse BC gleich der Summe der Quadrate über 
den Katheten AC und BC. Durch mehrmalige 
Anwendung dieses Verfahrens ist man im Stande, 
beliebig viele Quadrate zu einem einzigen Quadrate zusammen- 
zuziehen. Mit Rücksicht auf das Vorige giebt dies den Satz: Be- 
liebig viel gegebene Vielecke lassen sich jederzeit 
zu einem Quadrate vereinigen, dessen Fläche die 
Summe von den Flächen jener Vielecke ausmacht. 

Der Pythagoräisclie Satz vermittelt übrigens nicht nur die 
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Addition, sondern auch die Subt r actio n der Flächen, sobald 
letztere jederzeit auf Quadrate zurückgeführt sind. Das Quadrat 
irgend einer Kathete ist nämlich der Unterschied zwischen dem 
Hypotenusenquadrate und dem Quadrate der anderen Kathete; 
will man also zwei quadratische Flächen von einander subtrahiren, 
so braucht man nur ein rechtwinkeliges Dreieck zu construiren, 
welches die Seite des grössern Quadrats zur Hypotenuse und die 
des kleinern zur Kathete hat; die andere Kathete ist dann die 
Seite desjenigen Quadrats, dessen Fläche den Unterschied unter 
den Flächen der gegebenen Quadrate darstellt. 

Nicht minder leicht ist die Multiplicat io n der Quadrate, 
d. h. die Construction eines Quadrats, dessen Fläche ein Viel- 
faches, etwa das »fache einer gegebenen Quadratfläche ausmacht. 
Stellt man nämlich das gegebene Quadrat »mal zwischen zwei 
Parallelen auf, und rückt diese «Quadrate aneinander, so entsteht 
zunächst ein Rechteck , welches das gegebene Quadrat «mal 
enthält. Dieses Rechteck lässt sich wieder in ein Quadrat ver- 
wandeln, und letzteres ist das gesuchte Quadrat. 

Um endlich die Division der Quadrate auszuführen, d. h. 
um ein Quadrat zu construiren, dessen Fläche der « te Theil 
einer gegebenen Quadratfläche ist, theilt man zunächst die eine 
Seite des gegebenen Quadrats in «gleiche Theile und zieht durch 
alle Theilpunkte senkrechte Gerade. Das Quadrat zerfällt jetzt 
in « congruente Rechtecke und es ist mithin eine solche Recht- 
eckfläche gleich dem « Un Theile der Quadratfläcffe ; verwandelt 
man dieses Rechteck in ein Quadrat, so genügt letzteres den 
Bedingungen der Aufgabe. 

An die hiermit beendigten Vergleichungen und Verwandlung 
der Flächen geradliniger Vielecke schliesst sich die sogenannte 
Ausmessung derselben. Dieser muss aber die Ausmessung 
der Seiten vorangehen, und wir holen daher an dieser Stelle 
nach, was im Anfänge des § 2 übergangen wurde. 

§ 14 . 

Die Längen Vergleichung gerader Linien. 

Wenn zwei begränzte Gerade vorliegen, so können zwei 
verschiedene Fälle eintreten; entweder ist nämlich die längere 
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von beiden ein Vielfaches der kürzeren oder nicht. Im ersten 
Falle, wo also, wie man zu sagen pflegt, die kleinere Linie in 
der grösseren aufgeht, nennt man die erste das genaue M a a s s 
der zweiten; wenn dagegen die kleinere Linie in der grösseren 
nicht aufgeht, so sind zwei Unterfälle möglich ; es giebt nämlich 
entweder eine dritte Linie, welche sowohl in der einen als in 
der andern aufgeht, oder es existirt keine solche Linie. Be- 
zeichnen wir zwei gegebene Linien kurz mit a und b, wobei 
a die kleinere sein möge, so nennen wir eine dritte Linie m, 
welche in a und b gleichzeitig aufgeht, das gemeinschaft- 
liche Maass von a und b und wir sagen dann von a und b : 
sie seien commensurabel; dagegen heissen a und b incom- 
mensurabel, wenn sie kein gemeinschaftliches Maass haben*). 

Es knüpft sich an diese Erklärungen noch eine einfache 
Bemerkung. Geht m in d auf, so geht es offenbar auch in 
ad, 3 d, 4 d u. s. w. auf, d. h. : das Maass einer Linie ist zugleich 
ein Maass ihrer Vielfachen. Nehmen wir eine zweite grössere 
Linie e hinzu, welche ebenfalls m zum Maasse hat, so geht nun 
m auch in e ± d, e ± 2 d, e ± 3 d u. s. w. auf ; bezeichnen 
wir daher mit X eine ganze positive Zahl, so haben wir den 
Satz: Wenn m ein gemeinschaftliches Maass von d 
und e ist, so muss es jederzeit in e ± Id aufgehen. 

Sind nun zwei Gerade a und b gegeben, so kommt es vor 
Allem darauf an, zu entscheiden, ob sie ein gemeinschaftliches 
Maass besitzen oder nicht, ob sie also commensurabel oder in- 
commensurabel sind. Hierzu dienen folgende Betrachtungen. 
Wir nehmen die kleinere der Linien (a) so oft von der grösseren 
(b) weg, als es geht, d. li. wir untersuchen, wievielmal a in b 
enthalten ist; hierbei wird (wenn nicht b gerade ein Vielfaches 
von a ausmacht) ein Best r bleiben, welcher weniger als a be- 
trägt. Nennen wir l die Zahl, welche angiebt, wievielmal a 
von b weggenommen wurde, so haben wir die Gleichung b — Xa 
= r oder 

b = Xa-\-r. 

*) Wir sind hier zu den incoiumensurabcln Linien durch eine rein 
logische Unterscheidung gekommen, aus welcher sich nicht beurthcilcn 
lässt, ob es dergleichen Linien giebt oder nicht. Dass aber in Wirklichkeit 
incominensurable Linien Vorkommen, werden wir bald an einem Beispiele sehen. 


Digilized by Google 


59 


Nehmen wir jetzt r , welches kleiner als a ist, sovielmal 
als möglich von a weg, so bleibt im Allgemeinen wieder ein 
Rest, der heissen möge und kleiner als r ist; bezeichnen wir 
mit /i die Zahl, welche angiebt, wie oft r von ar weggenommen 
wurde, so ist weiter a — ). x r — r x oder 
0 — — X\Y "j“ Z"j. 

Wiederum nehmen wir jetzt r, so oft als möglich von r 
weg und kommen so auf einen ferneren Rest r% <; r u und wenn 
jene Wegnahme mal geschah, so ist r — = r 2 oder 

Y = Ä%Yi -j— fj. 

Man übersieht auf der Stelle, wie sich dieses Verfahren 
weiter fortsetzen lässt und dass man damit die folgende Reihe 
von Gleichungen erhält: 

b — ).a -f- r > 
a = /])' -)- >\ , 
r — XiY\ -j- r 2 , 
n = hn + »'s , 

r i — i'iX 3 -f- r ij 

worin die Grössen b, a, r, r it r t , r 3 u. s. w. eine abnehmende 
Reihe bilden, indem jede derselben kleiner als die vorhergehende 
oder grösser als die nachfolgende ist. — Bei der Ausführung 
dieses Verfahrens können nur zwei verschiedene Fälle eintreten: 
entweder nämlich kommt man einmal auf einen Rest gleich 
Null; oder die Reste gehen, immer kleiner werdend, in’s Un- 
endliche fort, ohne zu Null zu werden (wie z. B. die Brüche 
£, b 1, i u. s. w.). Diese Fälle bedürfen einer genauen Unter- 
suchung. 

I. Wird irgend einer der Reste gleich Null, etwa r 6 , so 
erhalten wir eine endliche Reihe von Gleichungen, nämlich: 

b — ).a -{-»•, 
a = Aj r -j- »'i , 
r = /an -f- r i, 
r l — ^3»2 -f - y 2 , 

Yg = Ä» - 3 + »4 > 

r»= ijr*. 

Hier ist nun r 4 ein Maass von r 3 , weil es darin A 6 mal 
enthalten ist, und mau kann daiier sagen, r 4 sei das gemein- 
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schaftliche Maass von r 4 und r 3 . Da Ä 4 eine ganze Zahl be- 
deutet, so folgt hieraus nach dem früheren Satze, dass r 4 in 
X 4 r 3 -f- r 4 , d. h. in r s aufgeht; weil aber r 4 vorhin auch in r s 
aufging, so ist jetzt r 4 das gemeinschaftliche Maass von r 3 und 
r 2 . Nach dem schon einmal benutzten Satze geht jetzt r 4 auch 
in X 3 r 2 -f- >' 3 , d. h. in r t auf, mithin geht es in r 2 und r 4 zu- 
gleich auf, ist also das gemeinschaftliche Maass von r% und r 3 . 
Ebendeswegen geht nun »* 4 in X^r^ -f- r 2 , d. h. in r auf, folglich 
gleichzeitig in r v und r, und ist daher das gemeinschaftliche 
Maass von r 4 und r. Daraus folgt weiter, dass r 4 in Ajy-j-ri, 
d. h. in a aufgeht und somit das gemeinschaftliche Maass von 
r und a ist. Weil endlich r 4 in r und a zugleich aufgeht, so 
geht es auch in Xa -j-r, d. h. in b auf und ist folglich das ge- 
meinschaftliche Maass von b und a. Der letzte Rest r 4 ist also 
das gemeinschaftliche Maass von a und b, und da man auf der 
Stelle übersieht, dass die obigen Schlüsse in jedem Falle ange- 
wendet werden können, wo es überhaupt einen letzten Rest giebt, 
so haben wir den Satz: Sobald einer der Reste r, r lt r 2 
u. s. w. verschwindet, sind die Linien a und b com- 
mensurabel, und der letzte nicht verschwindende Rest 
ist ihr gemeinschaftliches Maass. 

II. Wenn dagegen keiner der Reste r, r ly r 3 u. s. w. ver- 
schwindet, so sind die vorigen Schlüsse nicht mehr anwendbar, 
und dies scheint darauf hiuzudeuten, dass es in diesem Falle 
kein gemeinschaftliches Maass für a und b giebt. Um darüber 
in’s Klare zu kommen, wollen wir annehmen, es eiistire ein 
solches gemeinschaftliches Maass m, und Zusehen, was daraus 
folgt. Stellen wir die. vorigen Gleichungen in der nachstehenden 
Form dar: 

r = b — Xa , 
r v = a — X 4 r , 
r» = r — 

»3 = — X 3 r 2 

u. s. f., 

so gelteu folgende Schlüsse. Weil m der Voraussetzung nach 
in a und b aufgeht und X eine ganze Zahl ist, so muss es nach 
dem Früheren auch in b — Xa. d. h. in r, aufgehen und ist folg- 
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lieh zugleich das gemeinschaftliche Maass von a und r. Eben- 
deswegen muss m in a — X x r, d. h. in >\ aufgehen, d. h. das 
gemeinschaftliche Maass von r und r x sein. Eine weitere Folge 
hiervon ist, dass m in r — X 3 r x , d. h. in r g aufgeht u. s. w. 
Man übersieht gleich, dass die Fortsetzung dieser Schlussweise 
zeigt, dass m gleichzeitig in allen Resten r, r x , r 2 , r 3 u. s. w. 
aufgehen muss. Diese Reste sind also Vielfache von m und 
daher können wir, mit fi, ;x x , ft a , fi 3 u. s. w. ganze positive 
Zahlen bezeichnend, r — um, r x — fi x m, r t = /x a m u. s. w. setzen. 
Nun bilden aber die Reste r, r x , r a u. s. w. eine abnehmende 
Reihe, und daher müsste jetzt 

Hin fi x m ;> [i a m > fi 3 m . , 

das heisst 

|W>^l>/^2>^3 .... 

sein. Wenn nun eine Reihe ganzer positiver Zahlen, von irgend 
einer Stelle anfangend, fortwährend abnimmt, so muss noth- 
wendig eine von ihnen der Null gleich werden; also gäbe es 
auch einen Rest — 0. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, 
dass die Reihe der Reste in’s Unendliche fortgeht, ohne dass 
«iner versch windet ; es muss daher die Voraussetzung, dass für 
« und b ein gemeinschaftliches Maass m existire, falsch ge- 
wesen sein, und wir können deshalb behaupten: Wenn keiner 
der Reste r, r x , r* u. s. w. verschwindet, giebt es kein 
gemeinschaftliches Maass für die Linien a und b; 
letztere sind dann incommen surabel. 

Hiermit sind wir also zu einem Kennzeichen gelangt, nach 
welchem sich in jedem Falle die Commensurabilität oder In- 
commensurabilität zweier Linien sicher entscheiden lässt. 

§ 15 . 

Das Verhältniss zweier begränzten Geraden. 

I. Hat man von zwei commensurabeln Geraden a und b 
das gemeinschaftliche Maass m gefunden, so ist es immer leicht, 
das numerische Verhältniss derselben anzugeben; nennen wir 
nämlich a die Zahl, welche angiebt, wie oft m in a enthalten 
ist, und ebenso ß die Zahl, welche sagt, wievielmal m in b 

steckt, so nennen wir den Quotienten ~ das Verhältniss der Ge- 

P 
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raden a und b (indem sich b zu a wie ß zu « verhält). Die 
Zahlen a und ß lassen sich immer ausmitteln, wenn man das 
gemeinschaftliche Maass m sowohl in a als in b einträgt und 
zusieht, wie oft das Einträgen möglich ist; man kann aber auch 
einen etwas anderen Weg einschlagen, welchen man am besten 
aus einem Beispiele erkennen wird. Es seien AB und CD die 
gegebenen Geraden a und b; man findet dann nach dem im 
vorigen Paragraphen beschriebenen Verfahren 
Fig. 50. b = la -j- /• , 

a — 3 r -f- r,, 
r = 2>* i — j— »j, 



fi — lrg -j- >'3i 
r<t — 2 r 3 . 


und da r 3 der letzte nicht verschwindende Rest 
ist, so haben wir hiermit das gemeinschaftliche 
Maass (r 3 = m) von a und b gefunden. Setzen wir 
statt in der vorletzten Gleichung seinen aus der 
letzten Gleichung fliessenden Werth 2 r 3 , so wird' 


fi — 1 . 2 >‘3 -j- r 3 = 3 r 3 , 
und dies giebt, in die drittletzte Gleichung einge- 
führt, 

f — 2 . 3r 3 -|- 2 t —— 8r 3 . 

j r | Setzen wir ferner in der zweiten Gleichung 
für r und >i ihre Werthe, so wird 

u = 24 r 3 -f- 3r 3 = 27r 3) 
und jetzt verwandelt sich die erste Gleichung in 
b — 27 f 3 -j- 8 1* 3 = 35 r 3 , 


FI 


so dass also das gemeinschaftliche Maass r 3 in a 27 mal und in 

35 

b 35 mal enthalten ist. Demnach giebt der Bruch ^ das Ver- 
hältnis beider. Geraden an, oder man hat b : a = 35 : 27. Dass 
eine solche von der letzten Gleichung an rückwärts schreitende 
oder aufsteigende Substitution jederzeit möglich ist, .wird aus 
diesem Beispiele hinreichend erhellen. 


II. Anders gestaltet sich die Sache in dem Falle, wo 
a und b incommensurabel sind, weil hier keine letzte Gleichung 
existirt und folglich eine von unten nach oben gehende Sub- 
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stitutiou keinen Anfang fände. Wir wenden dann folgendes 
Verfahren an. — Von der grösseren Linie b nehmen wir wie 
vorhin die kleinere a sovielmal als möglich weg, wodurch wir 
die Gleichung 

b = xa -f- r 

erhalten, worin x wie früher X eine ganze positive Zahl und der 
Rest r <^a ist. Von dem Reste r bilden wir nun ein Viel- 
faches, am bequemsten das Zehnfache, und tragen a sovielmal 
als möglich in die neue Linie 10 r ein; da a und r kein ge- 
meinschaftliches Maass haben, so muss hierbei ein Rest bleiben, 
und wir erhalten so eine Gleichung von der Form 

10 r == xi d -j- )‘i , 

wobei xi diejenige ganze Zahl bezeichnet, welche angiebt, wie 
oft sich a von der Linie 10 r wegnehmen lässt, und der Rest 
r 1 < « ist. Verfahren wir mit n ganz so, wie vorhin mit r, 
so ergiebt sich eine zweite Gleichung von der Form 

1 0 V\ = Xgrt -j- V 2 , 

worin r 2 ebenfaUs weniger als a beträgt. Gehen wir auf diese 
Weise weiter, so gelangen wir zu einer ganzen Reihe solcher 
Gleichungen, nämlich 

lO fi = x 3 a -j- /'s, 

10 r 3 = x 4 « -j- r 4 
u. s. w. 

Lassen wir nun die erste Gleichung (b = xa + /•) unge- 
ändert, dividiren dagegen die zweite Gleichung durch 10, die 
dritte durch io 2 , die vierte durch IO 3 u. s. w., so wird 
b — xa -)-»•, 
x. i r, 

r = Tü a + Td’ 



"2 l r 2 

io 2 ® • iö 2 ’ 


io 3 


a + 


lö 3 ’ 


r *~* *1«_L T ‘ 

s-i — io« ® + 


10 s 1 


10 s ’ 


wobei sämmtliche bisher erschienenen Reste r, r u r % . . . r s we- 
niger als a betragen. 
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Durch suecessive Substitution erhalten wir hieraus die fol- 
gende Gleichung: 

b = xa + - ' fl + 7 ™ a + • • • + i7v> a 


b = (* + Io + W + • • • + w) a 

+ rs - . 

~ io* 

Lassen wir nun das letzte Glied weg, so ist offenbar 

*>(*+£+& + •••+£)* 


» i>”+w +i5 + • • • + io- ! 

setzen wir dagegen an die Stelle von r, im letzten Gliede a, 
so haben wir zuviel genommen , weil r, <C fl ist und mithin 
haben wir 


*< KS + S + 


+ ii) a 


•2) 1< X + lö + 

Durch die beiden Gleichungen 1. und 2. ist nun das Ver- 
hältnis der Linien b und a in zwei Gränzen eingeschlossen, deren 

Differenz ~ beträgt. Daraus folgt auf der Stelle, dass man 

diese Gränzen einander so nahe, als es nur verlangt wird, bringen 
kann, wenn man die Zahl s fortwährend zunehmen lässt, d. h., 
wenn man das beschriebene Verfahren immer weiter fortsetzt. 
Das genaue Verhältnis selbst ist diejenige Zahl, welcher sich 
jene Gränzen bei ihrem Zusaramenrücken fortwährend nähern, 
sie existirt aber nur in der Idee und ist die Summe der un- 
endlichen Reihe 

b , x, , x, , x, . . . „ 


= * + Tk + 


-f- ... in iuf. 


Von zwei incommensurabeln Grössen lässt sich daher das 
Verhältnis nicht vollkommen genau, wohl aber mit jedem be- 
liebigen Grade der Genauigkeit angeben. Man nennt ein solches 
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Verhältniss ein irrationales, während ein vollkommen genau 
angebbares Verhältniss (das der commensurabeln Linien) ein ra- 
tionales heisst. 

Um diese Lehren auf einen bestimmten Fall anzuwenden, 
betrachten wir das Verhältniss zwischen der Diagonale und Seite 
. eines Quadrates. Nehmen wir auf der 
Diagonale AC von C aus den Abschnitt 
CB' — CB, so ist 

AC = B'C + AB' 

oder 

3) AC = AB + AB'. 

Stellen wir ferner B'C senkrecht auf 

A C, so ist aus sehr naheliegenden Grün- 
den AB' = B'C’ — C'B, und wenn wir 
C'B" — C'B' nehmen, 

AB = BC' + C'B" 4- AB" 
oder nach der vorigen Bemerkung 

4) AB = 2 AB' + AB". 

Ziehen wir weiter B"C" senkrecht auf AB und nehmen 
C"B"'= CB", so ist AB"= B"C"= B'C" = C"B"’ und 
AB' = B'C" -f- C"B'" + AB'", 

d. i. 

5) AB' = 2 AB" + AB"’. 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Schlüsse; be- 
zeichnen wir, wie folgt: 

AB = a, AC — b, 

AB' = r, AB" — r\, AB'" = r g u. s. w., 
so nehmen die Gleichungen 3., 4., 5. folgende Gestalt an: 
b — a + r , 
a = 2r 4- r u 
r — 2ri 4* r 3 , 
ri— 2r 2 + r 3 , 
u. s. f. 

und da hier keiner der Reste r, ri , r%, r s u. s. w. verschwindet, 
so folgt aus ihnen der schöne Satz: Die Diagonale eines 
Quadrates ist gegen die Seite desselben incommen- 
surabel. 

Scttlömilch, Geometrie I. 5. Aofl. 5 


Fig. 51. 
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W 


Um nun das angenäherte Verhältniss beider Linien zu 
finden, setzen wir wieder 

6 s= a -f- r, 

nehmen von r = AH' das Zehnfache und tragen AB soviel- 
mal als möglich in 10 r ein; es findet sich, dass dies viermal 
geht, also 

10r = 4a 4- rj 

ist. Trägt man weiter a in das Zehnfache von ein, so geht 
dies einmal, also 

10 Ki — 1 a ff ; 

weiter ist dann nach demselben Verfahren 
10 r* = 4a -f- r 3 , 

10r 3 == 2a -f- r* 


u. s. w., 

mithin nach der in diesem Paragraphen auseinandergesetzten 
Methode 

6 i _1_ ^ 1 , JL , 2 , 

<1 '10' 10 s "T" 10’ _r 10* ~ 1 ~ 

d. i. 

- = 1,4142... 
a 

Bricht man den Decimalbruch ab, so ist — "> 1,4142, da- 

a ’ 

gegen <1,4143. 

Nach den bisherigen Erörterungen hat es nun keine Schwierig- 
keit mehr, gerade Linien auszumessen. Bestimmt man nämlich 
von jeder der gegebenen Geraden das Verhältniss, in welchem 
sie zu einer willkührlich angenommenen, sich aber immer gleich 
bleibenden Geraden steht, so dient die letztere als Maassstab 
oder Einheit für die übrigen Linien, und man sagt von diesen, 
sie seien auf Zahlen gebracht oder in Zahlen gegeben. 
Diese Verhältnisszahlen selbst wollen wir die Längenzahlen 
der Geraden nennen. 


§ 16. 

Die Ausmessung der Flächen geradliniger Figuren. 

Das einfachste der Parallelogramme, nämlich das Rechteck, 
ist bekanntlich durch zwei in einer Ecke zusammenstossende 
Seiten bestimmt, und mithin muss sich aus diesen zwei Seiten 
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auch seine Fläche nach irgend einer, noch aufzusuchenden Regel 
herleiten lassen. Wie dies geschieht, zeigen folgende Betrachtungen. 

I. Wenn auf der einen Seite AB (der Basis) eines Pa- 
rallelogrammes ABCD mehrere gleiche Strecken nach einander 
aufgetragen sind und durch den Endpunkt 
jeder Strecke eine Parallele zur Nehenseite 
BC gelegt wird, so zerfällt das Parallelogramm 
in ebensoviel congruente kleinere Parallelo- 
gramme, und wenn auf der Grundlinie ein 
Stück übrig bleibt, kleiner als einer der aufgetragenen Theile, 
so fällt auch das entsprechende Parallelogramm kleiner aus als 
die übrigen. Zwei Parallelogramme ABCD und EFGH, welche 
gleiche Winkel (ZB= LF), gleiche 
Nebenseiten (BC — FG) und ver- 
schiedene Grundlinien (AB und EF) 
besitzen, lassen sich daher ebenso von 
einander wegnehmen oder vervielfachen, wie ihre Grundlinien, 
d. h. man kann auf die Flächen beider Parallelogramme genau 
dieselben Operationen der Vergleichung (§§ 14 und 15) wie auf 
ihre Grundlinien anwenden, und es muss hierbei die Vergleichung 
der Flächen dasselbe Verhältniss liefern, wie die Vergleichung 
der Grundlinien, welches auch sonst dieses Verhältniss sein möge. 

Findet sich also EF = ™ AB, wo m und n irgend welche 

Zahlen bedeuten, so muss entsprechend EFGH = ~ ABCD 
sein; hieraus folgt die Proportion 

ABCD : EFGH =? AB : EF, 

d. h.: DieFlächen zweier gleichwinkligen Parallelo- 
gramme von verschiedenen Grundlinien und gleichen 
Nebenseiten verhalten sich wie die Grundlinien. 

Man kann diesen Satz weiter benutzen, um die Flächen 
zweier nur in den Winkeln übereinstimmender Parallelogramme 
auf ein bestimmtes Verhältniss zu bringen. Sind nämlich ABCD 
und A'B'C'D' zwei derartige Parallelogramme, so lässt sich 
ein drittes Parallelogramm MNPQ construiren, welches dieselben 
Winkel besitzt, dessen eine Seite dem Parallelogramme ABCD , 


Fig. 53. 



Fig. 52. 
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dessen andere Seite dem Parallelogramme A'B'C'D' entnommen 

ist (MN = AB, NP = B'C'), 
und welches nun sowohl mit 
-f B r—F' ABCD als mit A'B'C’D' ver- 
glichen werden kann. Betrachtet 
man erstlich AB und MN als 
gleiche Nebenseiten, BC und NP als verschiedene Grundlinien, so ist 
ABCD : MNPQ = BC : NP-, 

sieht man zweitens B'C’ und NP als gleiche Nebenseiten, A'B' 
und MN als verschiedene Grundlinien an, so ist 
A'B'C'D ' : MNPQ = A'B ' : MN-, 
die Zusammenziehung beider Proportionen giebt 

ABCD : A'B'C'D' = MN. BC : A'B'. NP, 


oder wegen MN — AB, NP — B'C, 

ABCD : A'B'C’D' = AB. BC : A'B'. B'C , 
d. h.: Die Flächen zweier gleichwinkligen Parallelo- 
gramme verhalten sich wie die Producte aus den 
zwei Seiten derselben. 

Da die Hälften zweier Grössen in dem nämlichen Verhält- 
nisse zu einander stehen, wie die Grössen selbst, so knüpft sich 
an den obigen Satz noch die Folgerung: Die Flächen zweier 
in einem Winkel übereinstimmender Dreiecke ver- 
halten sich wie die Producte der jenen Winkel ein- 
schliessenden Seiten. 


II. In gleicher Weise, wie die Ausmessung einer begränzten 
Geraden nichts Anderes ist als die Bestimmung des Verhältnisses 
ihrer Länge zur Länge einer unveränderlichen Geraden (der 
Längeneinheit), verstehen wir unter Ausmessung einer begränzten 
Fläche die Ermittelung des Verhältnisses, in welchem ihre Grösse 
zu der Grösse einer bestimmten Fläche steht; letztere bildet 
dann den Maassstab, nach welchem Flächen gemessen werden. 
Man bedient sich hierzu des Quadrates der Längeneinheit, die 
Fläche desselben heisst die Flächeneinheit; die Zahl, welche 
angiebt, wieviel mal die Flächeneinheit in irgend einer andern 
Fläche enthalten ist, oder mit andern Worten, das Verhältniss 
einer gegebenen Fläche zur Flächeneinheit nennt man die 
Flächenzahl jener geschlossenen Figur. 
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Vergleichen wir zunächst ein beliebiges Rechteck mit der 
Flächeneinheit, so können wir beide als gleichwinklige Parallelo- 
gramme ansehen und haben wie vorhin 

ABCD _ AB. BC _ AB BC 
A'B’C’D' A'B'.B'C' A’B’ ‘ B'C' ’ 
verstehen wir unter A'B'CD' das Quadrat der Längeneinheit, 
so ist der linker Hand vorkommende Quotient das Verhältniss 
der Rechtecksfläche ABCD zur Flächeneinheit, A'B'C'D', also 

AH 

die Flächenzahl des Rechtecks; rechter Hand bedeutet das 

Verhältniss der Grundlinie AB des Rechtecks zur Längeneinheit 
A'B\ d. h. die Längenzahl der Grundlinie, und in ganz der- 
selben Weise ist (wegen B'C’ = A'B') der Quotient 

einerlei mit der Längenzahl der Rechteckshöhe BC; Alles zu- 
sammengenommen gieht den Satz: Die Flächenzahl eines 
Rechtecks ist das Product aus den Längenzahlen 
seiner Grundlinie und Höhe. 

Sind die Seiten des Rechtecks einander gleich, so haben 
wir den einfacheren Satz: Die Flächenzahl eines Quadrates 
ist die zweite Potenz von der Längenzahl seiner Seite. 

Da nach § ll jedes Parallelogramm dieselbe Fläche besitzt 
wie ein Rechteck von derselben Grundlinie und Höhe, so gilt 
die weitere Regel: Die Flächenzahl eines Parallelo- 
gr am mes ist das Product aus den Längen zahlen seiner 
Grundlinie und Höhe. 

Aus der einfachen Bemerkung, dass jedes Dreieck als die 
Hälfte eines Parallelogrammes angesehen werden darf, welches 
mit ihm gleiche Grundlinie und Höhe hat, folgt weiter: Die 
Flächenzahl eines Dreiecks ist das halbe Product 
aus den Längenzahlen seiner Grundlinie und Höhe. 

Zieht man in einem Trapeze eine Diagonale, so zerfällt 
dasselbe in zwei Dreiecke, welche die parallelen Seiten des Tra- 
pezes zu Grundlinien und die Entfernung der parallelen Seiten 
zur gemeinschaftlichen Höhe haben. Berechnet man die Flächen 
dieser Dreiecke nach der vorigen Regel und vereinigt sie darauf, 
so gelangt man leicht zu dem Satze: Die Flächenzahl eines 
Trapezes ist das Product aus der halben Summe der 
parallelen Seiten und der Höhe. 
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Mit Hilfe dieser Sätze hat es nicht die mindeste Schwierig- 
keit, die Fläche jeder geradlinigen Figur zu berechnen, indem 
man letztere durch Diagonalen, welche sich nicht im Innern 
des Vielecks schneiden dürfen, in Dreiecke zerlegt. 

Sehr häufig wird auch die Zerlegung in Dreiecke und Tra- 
peze angewendet, und zwar erreicht man dieselbe dadurch, dass 
Fig. 55. man von allen Endpunkten A, B, C . . . 

eines gegebenen Vielecks Senkrechte 
AA', BB\ CG . . . auf eine willkühr- 
d' lieh gewählte Gerade MN herablässt. 
Hierdurch wird z. B. das Sechseck 
ABCDEF zerlegt in 
= Trapez ABB'A’ — Dreieck AA'JI, 



das Viereck ABB'M 
das Trapez BGC'B', 
das Dreieck CGN, 
das Viereck DEE'N = 
das Trapez EFF'E’, 
das Dreieck FF'M, 
und daher ist seine Fläche: 


Trapez DEE'D ' — Dreieck DD'N , 


CC. Ü'N 


AA'+B B' Ä ,ß, AA'.A'M \ BB'+CC 

2 2 2 *d 

i DD'+EE' DD'.D'N , EE'+FF' rfjy . FF’.F'M 

H o .1)E— -f 9 .E t + 9 , 


wobei die Längenzahlen der einzelnen Strecken ebenso bezeichnet 
worden sind, wie letztere selbst. Die Rechnung vereinfacht sich 
etwas, wenn man die Gerade MN so legt, dass sie zwei gegen- 
über liegende Ecken (hier A und D) verbindet. 

Im Fall die Gerade MN ausserhalb des Vielecks liegt, tritt 
eine kleine Modification ein, die man leicht finden wird. 


§ 17 - 

Zahlen Verhältnisse zwischen den wichtigsten 
Linien des Dreiecks. 

I. Mau kann von den im vorigen Paragraphen entwickelten 
Lehren noch einen anderweiten Gebrauch machen, wenn man 
sich erinnert, dass wir in § 12 Beziehungen zwischen verschie- 
denen Flächen kennen gelernt haben; diese geometrischen Be- 
ziehungen müssen sich nämlich in arithmetische verwandeln, 
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sobald man die betreffenden Flächen in Zahlen ausdrückt. Setzen 
wir, um dies gleich bestimmter nachzuweisen, in einem recht- 
winkligen Dreiecke ABC die Hypotenuse BC = a, ferner die 
Katheten AC = b, AB — c, wo nun a, b, c Fig. 56. 
die Längenzahlen der betreffenden Geraden 
bezeichnen, so verwandelt sich der Pythago- 
räische Satz in die arithmetische Formel 
«» = &* + c 2 , 

nach welcher es möglich ist, aus zwei Seiten eines rechtwinkligen 
Dreiecks die dritte Seite zu berechnen. Sind nämlich die Ka- 
theten b und c gegeben, so findet sich a mittelst der Formel 

1) a = V'fcs + c 2 ; 

ist dagegen die Hypotenuse a und die eine Kathete b gegeben, 
so folgt 

2) c — \Za* — br — ^/(a-j-6) (a — b). 

Neimen wir ferner a die Längenzahl der Senkrechten AA' 
und setzen die Abschnitte A’B — a x und A'C — a 2 , so liefert 
der in § 12 bewiesene Satz die Gleichung 

a 2 = 

hieraus folgt die Formel 

3) a = ^ (x l a i , 

welche dazu dienen kann, um « aus a x und a 2 zu berechnen. 

II. Wir denken uns jetzt unter ABC ein ganz beliebiges 
Dreieck, dessen längste Seite BC = a sein möge, setzen wie 
vorhin AC — b, AB = c, AA' = a, halbiren ferner die 
Basis BC in M und bezeichnen die Längenzahlen von AM und 
MA’ mit m und d; es gelten dann folgende Anwendungen des 
Pythagoräischen Satzes 

im Dreieck AA'B, (ja -(- d) 2 -|- a 2 = c 2 , 

„ „ AA'M cP + cc* = m 2 ; 

daraus folgt nun durch Subtraction 

4) (£a) 2 -f-atf = c 2 — »i ä . 

In ähnlicher Weise hat mau 

im Dreieck AA'C, (ja — ef) 2 -j-a s = b* 

„ „ AA'M d* 4-a 2 = w 2 
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durch Subtraction 

5) (Ja ) 2 — ad = 6 2 — w 2 . 

Durch Addition der Gleichungen 4. und 5. ergiebt sich 
2 (Ja) 2 =3s & 2 -f c 2 — 2 m 2 

oder 

6) (Ja)*-f m 2 = J(b 2 + c 2 ), 

was sich leicht in Worte fassen lässt, wenn man m die Mittel- 
linie, b und c ihre einschliessenden Seiten nennt. Für die 
Länge der Mittellinie findet man 

m = J j/Ü (h 2 + c 2 )-ä 2 

und kann auf ähnliche Weise die übrigen Mittellinien des Drei- 
ecks berechnen. 


III. Ausser den Mittellinien sind noch die Höhen des 
Dreiecks von Interesse, zu deren Bestimmung man wiederum 
y mittelst der Dreiecke AA'B und AA'C gelangt, in welchen 
wir die Abschnitte A'B = Ja -f- d und A'C = Ja — di durch - 
a x und a s bezeichnen wollen. Die vorhin schon erwähnten Be- 
ziehungen lauten dann 

Uai) 2 + « 2 = c 2 , 

} jK> 2 + « s = 6 2 , 

und aus ihnen folgt durch Subtraction 

(o,) 2 — (a 2 ) 2 = c 2 — b*. 

Dividirt man diese Gleichung durch 

8) a x -}- a 2 — a, 
so erhält man die Gleichung 

c »_ h* 

9) a x — a 2 = — — , 


welche in Verbindung mit 8. zur Berechnung der Abschnitt» 
a x und a t benutzt werden kann. Die halbe Summe der Glei- 
chungen 8. und 9. ist nämlich 


10 ) 


Ol 


a* — 6* + c 2 
2 a 


und die halbe Differenz 
11 ) 


_ <** + &»- 


<H = 


2a 


Mit Hilfe von einer der Gleichungen 7. lässt sich nun 
auch die Höhe a berechnen, wenn man z. B. der zweiten Formel 
die Gestalt 
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12) a 2 = 6* — (a 8 ) 2 = (b + öj) (b — «*) 
giebt und darauf den Werth von a 8 aus 11. substituirt. Man 
hat so 


, . 2 ab -f « 4 + b 4 — c 4 


ferner 


(a + 6) 4 — c 4 

& — a 8 


2a 

2aö — a ! — & 4 + c 4 


( q + 6 + c) (q + ft- o). 

2a ’ 


2a 

c 4 — (a — 6) 4 
2a 


(c + a — 6) (c — a -+■ 6) 
2a 


und folglich, wenn man die Werthe von 6 -j- a 8 und b — a» 
in die Formel 12. substituirt, 

„2 (a + b + c) (a + 6 — c) (a — c + 6) (— a -f b + c) 

~ 4a 4 

oder besser geordnet 

13 \ a t _ ( ffl + b + C) (— a 4- 6 + e) (a — 6 + c) (a + b — c) 

' 4a s 

Man kann diesem Ausdrucke eine elegantere Form ertheilen, 
wenn man 

a + 6 -f- c = 8 


setzt, wo also S den Umfang des Dreiecks bezeichnet. Es ist 
dann 

a -{- b -f- c — S = 2 . jS, 

— a -\-b c — S — 2a = 2. (%S — a), 

a — b c — S — 2 b — 2. — b), 

a -f & — c — S — 2c = 2. — c), 

und wenn man dies in Nr. 13. substituirt, so wird 

«* *=-jr-iS(lS-a) (fS-&) ftS-c) 
und mithin durch Wurzelausziehung 

14) « = | Vi S a 8 - a) (\S - b) (JS-~c) : 

Bezeichnen wir noch die Flächenzahl des Dreiecks mit F, 


so ist F = ~ , mithin vermöge des Werthes von a 

15) F = \J\ S {\S — a) ({S^bjjß — c), 
nach welcher Formel sich also die Fläche des Dreiecks aus 
seinen drei gegebenen Seiten berechnen lässt. Ein passendes 


i 

•I 
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Beispiel hierzu bieten die Werthe a = 13, b = 14, c = 15, 
woraus man F = 84 findet. 

IV. So wie wir hier geometrische Beziehungen (zwischen 
Flächen) in arithmetische Beziehungen verwandelt haben, können 
wir auch umgekehrt arithmetische Theoreme, so zu sagen, in’s 
Geometrische übersetzen, wenn in jenen Theoremen nur Producte 
aus zwei Factoren Vorkommen. Das Mittel zu einer derartigen 
Uebertragung besteht in der einfachen Bemerkung, dass jedes 
Product aus zwei Zahlen g und h als die Flächenzahl eines 
Rechtecks angesehen werden darf, dessen Seiten durch die Längen- 
zahlen g und h gemessen sind und folglich mittelst einer will- 
kührlichen Längeneinheit construirt werden können. Als Beispiel 
für eine derartige Uebertragung wählen wir die bekannte arith- 
metische Formel 

16) a 2 — b 2 = (a -f- b) (a — b). 

Denken wir uns a als die Längenzahl einer Geraden AB, 
so ist «* die Flächenzahl des über ihr construirten Quadrates 
AB CD; verstehen wir unter b ähnlich die Längenzahl von AE, 
so 'ist b 2 die Flächenzahl des Quadrates AEFG ; die Differenz 

Fig. 57. a 2 — b 2 bedeutet folglich die Flächenzahl des 

J? - l \ K Sechsecks EBCDGF. Ziehen wir aber Fit 

G [f~s — 1 parallel zu EB , so zerfällt dieses Sechseck 

in die beiden Rechtecke CD GH und EBHF, 
f. b von denen wir das zweite in die Lage CHIK 
bringen können, weil CH — FH ist. Hierdurch entsteht das 
neue Rechteck DGIK, welches Gl = GH -f- HI = AB -\-AE 
== a -f- b zur Grundlinie und GD = AD — AG = a — b zur 
Höhe hat und dessen Fläche demnach Gl . GD — (a -f b) (a — 6) 
ist, wie es zufolge der . Gleichung 1 6. sein muss. Man konnte 
daher die letztere gleich unmittelbar geometrisch deuten, wenn 
man sagte: Die Differenz zweier Quadrate ist an Fläche 
einem Rechtecke gleich, welches die Summe von 
den Seiten jener Quadrate zur Grundlinie und ihre 
Differenz zur Höhe hat. 

Aehnliehe Beispiele für solche Uebertragungen bieten die 
bekannten Formeln (a -f- b) 2 == a 2 -f- 2 ab -|- b 2 und (a — b)* 
— a 2 — 2 ab -|- b 2 dar. 
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Cap. IV. 

Die Aehnlichkeit geradliniger Figuren. 

§ 18. 

Die Aehnlickkeit der Dreiecke. 

An jeder geometrischen Figur lassen sich im Allgemeinen 
zwei Merkmale unterscheiden, nämlich die Grösse und die Ge- 
stalt; es kann daher eine dreifache Vergleichung der Figuren 
stattfinden, wenn mau nämlich entweder eine gleichzeitige 
Uebereinstimmung in Grösse und Gestalt verlangt (Congruenz 
Cap. I.), oder nur Gleichheit der Grösse ohne Rücksicht auf die 
Gestalt (Flächenvergleichung Cap. II.), oder endlich gleiche Ge- 
stalt ohne Rücksicht auf die Grösse. Diese letzte Beziehung 
zwischen geradlinigen Figuren ist es nun, mit welcher wir uns 
hier beschäftigen; sie führt den Namen Aehnlichkeit. 

I. Bleiben wir wieder bei der einfachsten geradlinigen 
Figur, dem Dreiecke, stehen, so können wir leicht die Bedingung 
ermitteln, unter welcher zwei Dreiecke für ähnliche zu halten 
sind. Es ist dies nämlich dann der Fall, wenn die gegenseitige 
Lage der Seiten in beiden Dreiecken dieselbe ist, d. h. wenn 
die Winkel des einen Dreiecks der Reihe nach den Winkeln 
des anderen gleich sind. Wir sageu daher: Zwei Dreiecke 
ABC und A'B'C heissen ähnlich, Fig. 58. 

sobald Zi = LA', LB = LB' a J 

und mithin auch LC — LC' ist J j 

und bezeichnen dies durch A ABC™ / c‘ 

A A'B ' C' . — Legt man den Winkel- B v 

Scheitel A' so, dass zugleich die Schenkel A'B' und A'C in 
die Richtungen von AB und AG fallen, so wird B'C' parallel 
zu BC, weil hier gleiche eorrespondirende Winkel vorhanden 
sind ; mau kann daher ähnliche Dreiecke jederzeit in eine solche - 
Lage bringen, dass zwei Seiten des einen auf zwei Seiten des 
anderen fallen und die übrig bleibenden Seiten parallel laufen. 
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Umgekehrt ist auch leicht zu sehen, dass sie ähnlich sein müssen, 
wenn ihnen diese Eigenschaft zukommt. 

Um eine Beziehung zwischen den Seiten ähnlicher Dreiecke 
zu finden, ziehen wir die Geraden BC', CB' und wenden auf 
die Dreiecke ABC ' und ACB', welche den Winkel bei A gemein 
haben, den in § 1 6, I. bewiesenen Dreiecksatz an ; wir erhalten so 
A ABC _ AB AC 
£AACB'~ AG. AB!' 

Jedes der linker Hand vorkommenden Dreiecke besteht aus 
zwei Stücken: 

A ABC' = A AB'C' + A B'C'B 
A ACB' = A AB'C'-]- A C'B'C 
und diese Stücke sind in beiden Fällen von gleicher Grösse, 
nämlich AB'C' sich selbst gleich und A B'C'B = A C'B'C, 
weil diese Dreiecke die Gerade B'C' zur gemeinschaftlichen 
Grundlinie haben und ihre Spitzen B und C auf einer Parallelen 
zur Grundlinie B'C' liegen. Aus der Gleichheit der einzelnen 
Bestandtheile folgt nun die Gleichheit der ganzen Flächen ABC ' 
und ACB', die obige Beziehung wird daher einfacher 

1 = oder ^ AC ' = AC • AB'; 

statt dieser Gleichung kann man auch die Proportion 

AB:AC — AB' -.AC' 

schreiben, oder wegen AB’ — A'B' und AC' = A'C' 

AB : AC = A'B': A'C’. 

Legt man die ähnlichen Dreiecke mit den gleichen Winkeln 
B und B' oder C und C' in eben der Weise aufeinander, wie 
es vorhin mit den Winkeln A und A' geschah, so gelangt man 
durcli ganz ähnliche Schlüsse zu den entsprechenden Proportionen 
BC : BA = B'C' :B'A! 
und 

CA-.CB = C’A ! : CB', 

d. h.: In ähnlichen Dreiecken stehen ähnlich liegende 
Seiten in gleichen Verhältnissen zu einander. 

II. Man kann den bemerkenswerthen Satz, zu dem wir 
so eben gelangt sind, auch umkehren und auf die Aehnlichkeit 
der Dreiecke zurückschliessen, indem man voraussetzt, dass in 
den Dreiecken ABC und A’B'C' ein gleicher Winkel A — A' 


Digitized by Google 



77 


vorkommt und ausserdem die ihn einsehliessenden Seiten propor- 
tional sind. Legt man nämlich die Dreiecke mit dem gleichen 
Winkel A = A' so aufeinander, dass A'B' in AB und A'C' 


in AC fällt, so ist die Gerade B’C ent- 
weder parallel zu BC oder nicht. Wäre ^ 
nun das letztere der Fall, so ziehe man 
durch B eine Parallele B'C" zu BC, so b’L 
ist A AB'C" ^ A ABC und mithin [_ 
AB-.AC = AB' : AC". B 


Fig. 69. 


Diese Proportiou verträgt sich aber mit der Voraussetzung 
AB-.AC = AB ' : AC' 


so lange nicht, als AC" von AC verschieden ist, und daher 
muss AC" — AC' d. h. BC" einerlei mit BC', d. h. parallel 
zu BC und mithin A ABC A A'B'C' sein. Dies giebt den 
Satz: Wenn’ in zwei Dreiecken ein gleicher Winkel 
vorkommt und die ihn einsehliessenden Seiten in 


gleichem Verhältnisse stehen, so sind die Dreiecke 
ähnlich. 


III. Haben zwei Dreiecke einen gleichen Winkel B = 
B', welcher aber von den proportionalen Seiten nicht einge- 
schlossen wird, so mache man AD = A'B' und Z ADE = 
Z A’B’C — Z ABC, so läuft DE parallel Fig. 60. 

zu BC, mithin ist AABCr^j AADE und 
AB-.AC = AD: AE, 

4. i. 

AB-.AC = A'B’ -. AE. 

Aus der Vergleichung dieser Proportion mit der Voraus- 
setzung 

AB-.AC = A'B' -. A'C' 

folgt nun augenblicklich AE = A’C'-, die Dreiecke ADE und 
A'B'C' stimmen also in zwei Seiten und einem Gegenwinkel 
überein und sind demnach congruent, wenn jene Stücke zur Be- 
stimmung des Dreiecks hinreichen. Aus AADEf^AABC 
folgt dann, indem für A ADE das congruente A A'B'C' ge- 
setzt wird, A A'B' C rsj A ABC, d. h.: Wenn in zwei Drei- 
ecken ein gleicher Winkel vorkommt und zwei ihn 
nicht einschliessende Seiten in gleichem Verhält- 
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nisse stehen, so sind die Dreiecke ähnlich, vorausge- 
setzt, dass jene drei Stücke zor Dreieckbestimmung 
hinreichen würden. 


IV. Sind in zwei Dreiecken ABC und A'B'C' zwei Seiten- 
verhältnisse gleich, also 

AB:AC = A'B'-.A'C 


und 


AB : BC = A'B' : B’C, 

so mache man wie vorhin AD = A'B' und ziehe DE parallel 
zu BC; die Dreiecke ABC und ADE sind dann ähnlich und 
es’ gelten nach Nr. I. in ihnen folgende Proportionen : 

AB-.AC = AD: AE, 

AB :BC = AD: DE, 
d. i. wegen AD = A'B' 

AB : AC = A'B' : AE, 

AB : BC = A'B' : DE. 

Aus der Vergleichung derselben mit den oben vorausge- 
setzten Proportionen folgt augenblicklich AE — A'C’ und DE 
— B'C', so dass also die Dreiecke ADE und A'B'C wegen 
ihrer Uebereinstimmung in den Seiten congruent sind. So wie 
nun vorher A ADE ~ A ABC war, muss nun jetzt A A'B'C' 
coA ABC sein, d. h.: Wenn in einem Dreiecke zwei 
Seitenverhältnisse s.o gross sind, wie in einem an- 
deren, so sind beide Dreiecke ähnlich. 


§ 19 - 

Anwendung auf das rechtwinklige Dreieck. 

Lässt man in einem rechtwinkligen Dreiecke ABC von der 
Spitze A des rechten Winkels eine Senkrechte auf die Hypo- 
tenuse herabsteigen, so zerfällt das Urdreieck 
in zwei andere rechtwinklige Dreiecke, deren 
Winkel leicht zu bestimmen sind. Da näm- 
lich in jedem rechtwinkligen Dreiecke die beiden 
spitzen Winkel zusammen einen Rechten aus- 
machen, so ist 

IB + Z C = B und Z CAA'+ IC = R, 


Fig. 61. 
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folglich 

ferner 

mithin 


AB = A CAÄ ; 

AC + AB = R und ABAA'+ AB = R. 
AC — ABAA'. 


Es folgt hieraus, dass die Dreiecke A'BA, A'AC uni ABC 
gleiche Winkel besitzen und mithin einander ähnlich sind. 

Vergleichen wir nun zunächst die beiden kleineren Dreiecke 
unter sich, so folgt wegen A A'BA<^> A A'AC 
A'B : A’A = A'A : A’C 

und vermöge der Gleichheit der Producte aus den inneren und 
äusseren Gliedern einer geometrischen Proportion 
ZZ 2 = A'B . A'C. 


Bezeichnen wir die Längenzahlen von A'A, A'B und A'C 
der Reihe nach mit a, a } , a 2 , so ist das so gewonnene Resultat 

1) CC S — dj di 

einerlei mit dem in § 12, I. auf ganz anderem Wege gefundenen. 

Vergleichen wir weiter die Dreiecke A'BA und A'AC 
mit dem ganzen Dreiecke ABC, so ist wegen A A'BA <v 
A ABC 

A'B:BA = AB: BC 

oder 

AB* = A'B . BC; 

ferner, wegen A A'AC ^ A ABC, ist 

A'C:CA = AC : CB 

oder 

_ ‘ = A'C.BC. 


Bezeichnen wir die Längenzahlen von BC, AC, AB der 
Reihe nach mit a , b, c, so nehmen die gefundenen Gleichungen 
die Form an: 

2) c 2 = aia, 

3) b? = a 2 a 

und drücken in Zeichen den Satz aus, den wir in § 13, II. 
kennen gelernt haben. Durch Addition der Gleichungen 2. und 
3. ergiebt sich noch 

b ! + c s = (a ä -)- di) a, 


Digitized by Google 



80 


oder wenn man die Gleichung a t -f- «1 = « berücksichtigt, 
4) ¥ + c» = a*, 

was nichts Anderes als der Pythagoräische Lehrsatz ist. 

§ 20 . 

Die Aehnlichkeit der Vielecke. 

Es hat nicht die mindeste Schwierigkeit, den Begriff der 
Aehnlichkeit, den wir in § 18 für Dreiecke kennen gelernt 
haben, auf beliebige Vielecke auszudehnen, indem man sich 
letztere durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt denkt. Sind näm- 
lich zwei Vielecke durch gleichliegende Diagonalen in Dreiecke 
getheilt und diese einzelnen Dreiecke einander ähnlich, so sind 
offenbar auch die ganzen Vielecke von gleicher Gestalt und wir 
stellen daher die Definition auf: Vielecke heissen ähnlich, 
wenn sie aus gleich viel ähnlichen Dreiecken, inder- 
seiben Reihenfolge genommen, so zusammengesetzt 
sind, dass jedes Dreieck mit dem nächstfolgenden 
eine Seite gemein hat. So sind z. B. die Fünfecke ABCDE 
Fig. 62. und A'B'C'D'E' ähnlich, wenn 

jedes aus drei Dreiecken, ABC, 
ACT), ADE einerseits und A'B'C' , 
£' A’C'D', A'D'E' andererseits , zu- 
sammengesetzt ist, welche, in der- 
selben Reihenfolge genommen, ein- 
ander ähnlich sind, nämlich A ABC 
~ A A'B'C', A ACD <v> A A'C'D', A ADE ~ A A'D'E', 
und so Regen, dass jedes mit dem nächstfolgenden eine Seite 
gemein hat. 

Berücksichtigt man, dass aus dieser Definition, folgt: 

Z BCA = Z B'C'A', 

Z ACD = Z A'C'D', 

Z CDA = Z C'D'A’, 

Z ADE = Z A'D'E' 

XL. 8. W., 

mithin durch Addition zweier aufeinander folgender Gleichungen 

Z.BCD = IB’CD Z CDE = LC'D’E' 

XL. s. w., 
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so hat man den Satz: In ähnlichen Vielecken sind die 
ähnlich liegenden Winkel einander gleich. 

Wenden wir auf die einzelnen Bestandtheile zweier ähn- 
lichen Vielecke die Sätze des § 18 an, so ist wegen A ABC 


A A'B'C 


1) A1S = 

; BC 

4'jy 

oder AB : BC = A'B ' : B'C ' , 

1! V 

ferner 


AB 

A!H 

AC ~ 

A'C 1 


und wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke ACD und A'C’D' 
AC _ A'C 
CD ~ CD' 1 

mithin durch Multiplication der beiden letzten Gleichungen 

2) ** = oder AB: CD = A'B': CD'. 

Ferner bat man wieder 
CD _ CD' 

DA ~ D'A' 

und wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke DEA und D’E'A' 
DA _ D'A’ 

DJS ~ &E” 

mithin durch Multiplication 

CD CD 1 

DE ~ I/W 

Multiplicirt man noch mit der Gleichung 2., so wird weiter 

3 ) p* = oder AB : DE = A’B' : D'E’. 

Man übersieht sogleich den Fortgang dieser Schlüsse, welche 
zu dem allgemeinen Satze führen: In ähnlichen Vielecken 
stehen ähnlich liegende Seiten in gleichen Ver- 
hältnissen. 

Man kann diese Sätze zusammen umkehren und auch sagen : 
Zwei Vielecke, in denen ähnlich liegende Winkel 
einander gleich sind und sämmtliche ähnlich lie- 
gende Seiten in gleichen Verhältnissen stehen, sind 
einander ähnlich; denn man wird sich ohne Mühe über- 
zeugen, dass jetzt die einzelnen durch ähnlich liegende Diagonalen 
entstehenden Dreiecke sammt und sonders einander ähnlich werden, 
woraus die Aehnlichkeit der ganzen Vielecke unmittelbar folgt. 

Schldmilch. Geometrie I. 6. Aull. 6 
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Zu bemerken ist jedoch, dass zur Aehnlicbkeit zweier Vielecke 
nicht sämmtliche ebengenannte Beziehungen nothwendig erfordert 
werden und zwar ebenso wenig, als zur Congruenz zweier Viel- 
ecke die Gleichheit aller Seiten und Winkel nothwendig vor- 
ausgesetzt werden musste. Es reicht nämlich eine geringere 
Anzahl von jenen Beziehungen zur Aehnlichkeit hin. Bleiben 
wir zuerst bei dem Dreiecke stehen, so finden wir nach § 18, 
dass zwei Dreiecke ähnlich sind, wenn sie entweder in zwei 
Winkeln, oder in einem Winkel und einem Seitenverhältnisse, 
oder in zwei Seitenverhältnissen übereinstimmen, dass also zur 
Aehnlichkeit zweier Dreiecke nur zwei Gleichungen erfordert 
werden, letztere mögen sich nun auf Winkel, oder auf Seiten- 
verhältnisse, oder auf beide beziehen. Hieraus folgt unmittelbar, 
dass die Aehnlichkeit zweier Vierecke durch vier Gleichungen 
bestimmt wird, die zweier Fünfecke durch sechs Gleichungen 
u. s. w. Dies giebt den Satz: Zur Aehnlichkeit zweier 
«-Ecke gehören 2» — 4 Gleichungen, die sich ent- 
weder auf Wi nkel, oder auf Seitenverhältnisse, oder 
t h e i 1 s anf die einen und theils auf die anderen be- 
ziehen. Die Aehnlichkeit der Vielecke bedarf also einer Glei- 
chung weniger als die Congruenz derselben und sie geht in die 
letztere über, sobald noch die unmittelbare Gleichheit zweier 
ähnlich liegenden Diagonalen oder Seiten hinzutritt. Man könnte 
daher auch den Satz aufstellen : Findet zwischen zwei 
Vielecken eine solche Beziehung statt, dass sie durch 
Gleichheit zweier entsprechend liegenden Linien 
congruent werden wurden, sosind die Vielecke ähn- 
lich. 

Es hat nach diesen Erörterungen nicht die mindeste Schwie- 
rigkeit, zu einem gegebenen Vielecke ein ihm ähnliches zu con- 
struiren. Wäre z. B. das Fünfeck ABCBE gegeben, so ziehe 
man die Diagonalen AC, AD und lege nun an eine willkühr- 
liche Gerade A'B' die Winkel B'A'C' = l BAC und Z A'B'C’ 

= Z ABC an, so entsteht zunächst das Dreieck A'B'C', welches 
dem Dreiecke ABC ähnlich ist. Wiederholt man dieses Ver- 
fahren, indem man /.C'A'D' = Z CAD und /.A'C'D' — 

Z ACD macht, so erhält man das zweite Dreieck A'C'D' <-v> 

ACD\ wie man auf diese Weise weiter gehen kann, ist ohne 
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Weiteres klar. Es giebt aber noch einen anderen Weg. Nimmt 
man innerhalb des gegebenen Vielecks ABCDE einen beliebigen 

Punkt 0 an, verbindet diesen mit 
den Ecken durch Gerade (OA, OB, 
OC, OB, OE) und zieht nun, von 
einem willkührlichen Punkte A' der 
Geraden OA ausgehend, die Geraden 
A'B'\\AB, B'C'\\BC, C'D'\\ 
CD, D'E || DE und verbindet end- 
lich E' mit A! durch eine Gerade 
E’A', so erhält man gleichfalls ein Vieleck A'B'C'D'E', welches 
dem gegebenen Vielecke ABCDE ähnlich ist, wie man aus 
der Gleichheit aller Winkel und der Proportionalität der Seiten 
sogleich erkennen wird. Den willkührlichen Punkt 0 nennt 
man gewöhnlich den Aehnlichkeitspunktder beiden Vielecke. 

§ 21 . 

Die Flächen ähnlicher Vielecke. 

I. Fangen wir wieder beim einfachsten Vielecke, dem 
Dreiecke, an und bezeichnen die Längenzahlen der Geraden und 
die Flächenzahlen der Dreiecke wie die Geraden und die Drei- 
ecke selbst, so ist, wenn CD und CD' die Höhen der Dreiecke 
ABC und A'B'C’ sind, 

A ABC = i AB. CD, A A’B'C’ = \ A'B'. C'D', 
folglich durch Division 

A ABC _ AB CD 

A A’BC ~ A’B'. C'D’ ' 

Sind nun aber die in Rede stehenden Dreiecke ähnlich, 
so sind es auch die Dreiecke ACD und A'C'D', BCD und 
B'C'D', folglich 

AD __ A'D’ BD _ B’D’ 

CD ~ C’D” CD ~ C’D’ 
und durch Addition beider Gleichungen 

AB _ A'B’ 

CD ~ CD" 

oder 

AB _ CD 

A'ff ~ C'D" 

6 * 


Fig. 63. 
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Multiplicirt man beiderseits mit , so wird hieraus 
[ AB Y AB CD _ 

-) U'-B'j — A'&.c'iy' 

CD 

multiplicirt man aber beiderseits mit cl] y, so erhält man 

AB. CD _ / CD\* 

3 ) AS .C Df ~ [c'D'l 
und durch Vergleichung beider Resultate 

AB. eil ( AB\*_(CD \ * 

4 ) A'S.C'S ~ \A'S) ~ [cl?) - 

Durch Substitution dieses Ausdrucks nimmt die Gleichung 
1. die folgende Form an: 

tAÄSC ~~ \A'S) ~~ \ CD’) ‘ 
oder in Form einer Proportion geschrieben 

A ABC : A A'B'C = AB * : J'S* = CD * : FF*, 
d. h.: Die Flächenzahlen zweier ähnlichen Dreiecke 
verhalten sich wie die Quadrate der Längenzahlen 
zweier ähnlich liegenden Seiten, ingleichen wie die 
Quadrate der Längenzahlen ihrer Höhen. 

II. Hat man allgemeiner zwei ähnliche Vielecke AB CD . . . 
und A'B'C'D '. . . 

Fig. 64. 



so ist nach dem vorigen Satze 

A ABC ( BC\* 

A A'SC r ~ {b’C'J ’ 

&ACD _ ( CD\* 
a A'c'iy ~ \c'D') ’ 

A ADE (DEX* 

A A'ISE' ~ [D'E'j 

U. s. f. 

Wegen der Aehnlichkeit sämmtlicher einzelnen Dreiecke 
hat man aber 
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BC _ CD _ DE _ AB 

B'C' ~ CD' ~ DE — • • • — A ’ß> 
mithin sind die rechten Seiten der vorhergehenden Gleichungen 
einander gleich und 

AABC _ A ACD _ AADE _ _ t AB\* 

"A äec ~~ a A’c'jy A A'jyj? [a'b'J * 

Nach dem bekannten arithmetischen Satze, dass aus den 
Gleichungen 



jederzeit folgt*) 

»_+_« + d + •■■ — n 

b'+<f+d’+... — **• 
erhält man aus den vorigen Gleichungen 

A ABC + A ACD + A ADE + . . . / AB \* 

7\AEC+ A A’C'D’ + A ADE + ... ~ \A'B'j ’ 

d. i. 

Vie leck ABC DE . . . A4B\* 

Vieleck A' B’C' DE... = * ’ 

oder in Form einer Proportion ausgesprochen: Die Flächen- 
zahlen zweier ähnlichen Vielecke verhalten sich wie 
die Quadrate der Längenzahlen zweier ähnlich lie- 
genden Seiten. 

III. Dieses Theorem lässt noch eine nette Combination 
mit dem P)-thagoräischen Satze zu. Denken wir uns nämlich 
über den drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks ähnliche Fi- 
guren so constrairt, dass die Dreiecksseiten ähnlich liegende 
Seiten dieser Figuren sind, und nennen wir a die Längenzahl 
der Hypotenuse, b und c die Längenzahlen der Katheten, ferner 
A die Flächenzahl der über der Hypotenuse stehenden Figur, 


u e d 

*) Wegen ^ = ft, • — ft, -j, = /u u. s. w. hat man nämlich zu- 

näelist 

b = b'fi, c — c'/i, d = d'fj . . . , 
folglich durch Addition 

b + c + d -j- . . . = (V + c* + d'. . .) [x 
und durch Division 

b + c + d + . . . 
b' + c' + d' t . • • = 
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B und C die Flächenzahlen der über den Katheten gezeichneten 
Figuren, so ist 

B W C c* 

A a* ' A a 1 ’ 

folglich durch Addition 

7H-C _ fcM-c 1 
A a‘ 

Dem Pythagoräischen Satze zufolge ist aber <%* — ¥-{- c 1 , 
d. h. der Quotient rechter Hand = 1, oder 

= 1 und folglich A = B-\-C, 

d. h.: Beschreibt man über den Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks ähnliche Vielecke der Art, dass 
die Dreiecksseiten ähnlich liegende Seiten jener 
Vielecke sind, so beträgt die Fläche des Vielecks 
über der Hypotenuse soviel als dieFlächen der Viel- 
ecke über den Katheten zusammengenommen. 

Mittelst dieses Satzes kann man sehr leicht ein Vieleck 
constrairen, dessen Fläche die Summe oder Differenz der Flächen 
zweier gegebenen ähnlichen Vielecke ausmacht, und welches 
jenen zugleich ähnlich ist. 


Constructioueii zu Cap. IV. 


l. Zu drei gegebenen Geraden die vierte Pro- 
portionallinie zu finden. Wenn drei Gerade gegeben 
sind, deren Längenzahlen a, b und c sein mögen, so nennt man 
die vierte Proportionallinie zu denselben diejenige Gerade, deren 
Längenzahl d die Eigenschaft besitzt, dass 
a:b = c : cif, 


mithin 



a 


ist. 


Schneidet man nun auf den Schenkeln eines beliebigen 
Fig. 65. Winkels die Strecken OA = a , OB = b , 

OC = c ab und zieht darauf CD parallel zu 
der Geraden AB, so entstehen zwei ähnliche 
-jj Dreiecke GAB und OCD , in welchen die 
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Längenzahlen der Seiten in den obigen Verhältnissen stehen; 
mithin ist OB die gesuchte vierte Proportionale. Man sieht 
hier zugleich die geometrische Lösung aller der Aufgaben, welche 
in’s Gebiet der sogenannten Regeldetri gehören. 

Ist im besonderen Falle c = b, also 
a : b = b : d 

«der 



so nennt man d die dritte Proportionale zu a und b-, die obige 
Construction bleibt dieselbe, indem nur OC = OB zu nehmen ist. 


2. Zwischen zwei Geraden die mittlere Propor- 
tionale zu finden. Sind a und b die Längenzahlen zweier 
gegebenen Geraden und ist p die Längenzahl einer unbekannten 
Geraden, welche die Eigenschaft besitzt 

a:p — p:b 

«der 


p* — ab, p — ^ ab, 

so heisst p die mittlere Proportionale zwischen a und b. Die 
einfache Bemerkung, dass es sich hier nur darum handelt, die 
Seite eines Quadrates zu finden, welches einem gegebenen Recht- 
ecke (ab) an Fläche gleich ist, weist sogleich auf die am 


Eude von § 13, I. gegebene Construction 
zurück, wonach also EF = a und EK 
= b aneinander zu setzen sind und über 
FK mit KM = \FK ein Halbkreis zu 
beschreiben ist, welcher eine in E errichtete 
Senkrechte im Punkte L schneidet, wo- 


Fig. 06. 





durch EL = p gefunden wird. 


Kürzer noch kommt man auf folgendem Wege zum Ziele. 
Man schneide von der grösseren Linie OA (= a) die kleinere 
OB (= b) ab, verlängere OA rückwärts um Fig- 67. 

OC = AB und beschreibe über AC als 
Grundlinie mit dem Schenkel AO das gleich- 
schenklige Dreieck ACP; dann ist OP = / 

BP (= p) die gesuchte mittlere Propor- c o h 
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tionale. Da nämlich die Dreiecke AOP und POB den Winkel 
OAP gemeinschaftlich besitzen und die Seitenverhältnisse AO : AB 
und PO : PB gleich (beide — 1) sind, so folgt daraus die Aeha- 
lichkeit dieser Dreiecke und mithin ist, wenn wir für den Augen- 
blick die Längenzahlen wie die Geraden selber bezeichnen, 

AO : OP — PO: OB, 

d. i. 

a : p = p : ft, 

wie es in der That sein muss. 

Mittelst dieser Construction ist es leicht, die arithmetische 
Aufgabe der Quadratwurzelausziehung geometrisch zu lösen. Cm 
z. B. (/ 10 zu finden, construire man die mittlere Proportionale 
zwischen zwei Geraden, deren Längenzahlen entweder a = 1 
und ft = 10 oder a = 2 und ft = 5 sind. Man hat dann 
im ersten Falle 


d. h. 


P* 

und im zweiten 


1 :p — p: io, 

10, folglich p = y'lO, 


d. h. 


2 :p = p: 5, 

p* = 2 . 5, folglich p = y/fo. 


3. Die algebraische Lösung geometrischer Auf- 
gaben. Unsere bisherigen Untersuchungen haben uus jetzt an 
die Stelle geführt, wo es möglich und zugleich höchst vortheil- 
haft ist, die Algebra mit der Geometrie zu verbinden. Sind 
nämlich in einer geometrischen Aufgabe bestimmte gerade Linien 
oder geradlinig begränzte Flächen gegeben und werden andere 
gesucht, so kann man sich zuvörderst sämmtliche Grössen durch 
Zahlen ausgedrückt denken, die bekannten durch bekannte Zahlen, 
die unbekannten durch unbekannte Zahlen (x, y , z u. s. w.). 
Stellt man ferner die Beziehungen, welche zwischen den be- 
kannten und unbekannten Grössen stattfinden sollen, in Glei- 
chungen dar, so hat jetzt die geometrische Aufgabe ein arith- 
metisches Gewand erhalten, und indem man jene Gleichungen 
nach den Regeln der Algebra auflöst, bekommt man zunächst 
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Formeln zur Berechnung der unbekannten Zahlen; man kann 
nun aber auch in die Geometrie zurückgehen, indem man die 
Constructionen aufsucht, welche diesen Formeln entsprechen. 
Dies hat keine Schwierigkeit, wenn man sich an die folgende 
Tabelle hält, in welcher immer a, b, c die Längenzahlen ge- 
gebener Geraden bezeichnen. Es bedeutet nämlich 
a + b geometrisch : die Summe zweier Geraden, 
die Differenz zweier Geraden, 
die Fläche eines aus den Seiten a und b 
beschriebenen Rechtecks, 
die Fläche des über der Seite a construirten 
Quadrates, 

die vierte Proportionale zu a, b, c, 

die mittlere Proportionale zwischen a und b, 
die Hypotenuse des aus den Katheten a und 
b construirten rechtwinkligen Dreiecks, 
die Kathete des rechtwinkligen Dreiecks, 
welches a zur Hypotenuse und b zur 
andern Kathete hat. 

Das Technische des Verfahrens wird man aus den folgenden 
Beispielen ersehen, worin die unbekannten Grössen theils Linien, 
theils Flächen sind. 

4. Aus der Kathetensumme und Hypotenuse ein 
rechtwinkliges Dreieck zu construiren. Nennen wir 
die unbekannten Katheten des Dreiecks : x und y, ihre gegebene 
Summe: s und die gleichfalls gegebene Hypotenuse: a*), so 
haben wir zunächst 

A) x + y — s; 

ferner, weil das Dreieck eiu rechtwinkliges sein soll, also der 
Pythagoräische Lehrsatz gelten muss, 

B) x * -f- y 2 = a 2 . 


*) Es versteht sich von selbst, dass hier sämmtliche Buchstaben 
Längenzahlen bedeuten, denn mit Linien kann man nicht rechnen; doch 
bat obige Redeweise den Vortheil der Kürze und wird deswegen häufig 
angewendet. 


a — b 
ab 

a 2 

bc 

a 

^ ab 

[/a*+V> 
V/a r — b* 
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Subtrahirt man das Quadrat der Gleichung A. von dem 
Doppelten der Gleichung B., so bleibt 

x * — 2 xy -f- y 2 = 2a 8 — s*, 
und durch Ausziehung der Quadratwurzel ist 

C) x — y = l/2a* — s*. 

Die halbe Summe und die halbe Differenz der Gleichungen 
A. und C. geben nun 

D) x = i (s -f- ^ 2a* — s*) , 

E) y = 4 (s — l/2a 2 — s*), 

womit die Katheten gefunden sind. Setzt man noch 2a* = a*. also 
a = j/2a* = ^/a*-|-a*, 

so wird 

a- = i (s + /ä* — s»), 
y — i(s— j/a* — s*), 

und nun ist es sehr leicht, die Katheten zu construiren, wenn 
man überlegt, dass a die Hypotenuse eines aus den gleichen 
Katheten a und a beschriebenen rechtwinkligen Dreiecks und 
\/a* — s* die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist, welches 
a zur Hypotenuse und s zur andern Kathete hat. Dies giebt 
Fig. 68. folgende Construction: Man mache MN 

— MP — a , stelle MP senkrecht MN, 
und zielle NP (NP = ^ a 2 -f- a* == a) ; 
man nehme ferner NS = s, errichte in 
S eine Senkrechte auf NS und beschreibe 
aus N als Mittelpunkt mit NP als Halbmesser einen Kreis, 
welcher jene Senkrechte in Q schneidet (QS = (^NQ 2 — s* = 
\ /NP 2 — s* = l/a* — s* = ^2 a 2 — s*); man mache endlich 
SU — SV = SQ, so ist die Hälfte von NU die grössere 
Kathete und die Hälfte von NV die kleinere Kathete des ge- 
suchten Dreiecks. 

c 

5. Aus der Hypotenuse und der darauf stehen- 
den Höhe ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren. 
Nennen wir wieder x und y die Katheten, h die gegebene Senk- 
rechte von der Spitze des rechten Winkels auf die Hypotenuse 
a, so ist erstlich 

A) x 2 -(• -y 2 = «*. 
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Eine zweite Gleichung ergiebt sich aus der Bemerkung, 
dass die Fläche des unbekannten Dreiecks auf doppelte Weise 
berechnet werden kann; einerseits ist sie das halbe Product aus 
den Katheten, andererseits das halbe Product aus der Hypotenuse 
und der zugehörigen Höhe; also hat man {xy — \ah oder 
B) 2 xy — 2 ah. 

Aus den Gleichungen A. und B. folgt durch Addition und 
Subtraction 

x i -f- 2 xy -f- _»/ 2 = a* + "iah, 
a? — 2xyA-y* = a* — 2 ah; 
ferner durch Ausziehung der Quadratwurzel 

* + y = t/fl(a + 2A), 
x — y — \/a(a — 2h). 

Die halbe Summe und die halbe Differenz dieser Glei- 
chungen geben 

x = | \\/a (a + 2 h) + \J a (a — 2/f)} , 

V — 2h) — \/a (a — 2/t)} , 

und hiervon ist die Construction sehr leicht, wenn man berück- 
sichtigt, dass ^ a (a -J- 2h) die mittlere Proportionale zwischen 
den Linien a und a -f- 2h, ebenso \/a(a — 2h) die mittlere Pro- 
portionale zwischen den Linien a und a — 2h bedeutet. 


6. Von einem Trapeze soll durch eine Parallele 
zur Grundlinie ein Trapez abgeschnitten werden, 
welches einem gegebenen Quadrate an Fläche gleich 
ist. Es sei ABCD das gegebene Trapez, AB = a, CD — l 
und die Höhe DE — h; das 
gegebene Quadrat BGHI habe 
die Seite = q. Das abzu- 
achneidende Trapez ABNM 
würde vollkommen bestimmt 
sein, wenn MN = x und 
seine Höhe MP = y bekannt s A p <£ e rf 
wäre; ziehen wir nun DF und MQ parallel zu BC, so ent- 
stehen die ähnlichen Dreiecke ADF und AMQ, in welchen 
AF: DE = AQ-.MP, 
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« — b : h = u — x : y, 


U il T 

y = £ h 

J a — b 


oder 

A) 

ist. Da ferner die Fläche von AB NM gleich der Fläche von 
BGHI sein soll, so muss 

a 4- x 9 

oder 

(« + x) y = 2g* 

sein und hieraus wird durch Substitution des Werthes von y 

a ) — A 


a — b 


h = 2 g*. 


Durch Auflösung dieser Gleichung findet man 
B) x = 

Um diesen Ausdruck geometrisch zu construiren, sei 


oder 


(« — b) 2 g 
h 


h : a — b = 2 q:a, 

so findet man zunächst a als eine vierte Proportionale; ferner 
sei aq = ß 2 oder ß = \/aq, so ist ß die mittlere Proportio- 
nale zwischen a und g, und nun hat man 


x = t/a* — ß* t 

wie man sogleich erkennt, wenn erst für ß sein Werth und 
dann wieder der Werth von u substituirt wird; hier ist aber 
x mittelst eines rechtwinkligen Dreiecks, welches a zur Hypo- 
tenuse und ß zur einen Kathete hat, leicht zu finden. Dies 

giebt folgende Construction : 
Man mache BK — 2 BI =±= 
2g, ziehe KL parallel zu AB,. 
bis sie die verlängerte BC in 
L schneidet, und lege durch 
L eine Parallele zu AI ) ; dann 
j ist in den Dreiecken ADF 
und SLB 
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DE : AF = LR : SB, 

d. h. 

h : a — b — 2 q: SB, 

mithin SB — a. Zwischen BS und BG suche man die mitt- 
lere Proportionale BT = j/ BS.BG = a<i = ß; mit AB 
= a als Halbmesser beschreibe man endlich aus T als Mittel- 
punkt einen Kreis, welcher AB in Q schneidet, so -ist 
BQ = S/(QT* — BT*) = = s. 

Man hat jetzt weiter nichts zu thun, als QM || BC und 
MN || AB zu ziehen, um sogleich das verlangte Trapez zu be- 
kommen. 

Bemerkenswerth ist der Fall, in welchem das Trapez ABNM 

die Hälfte des gegebenen Trapezes ABCD ausmacht, also 

,.2 _ 1 (“_+&)*. 

'1 — t ■ 2 > 

oder • 

2 q 1 fl -j- b 

h ~ ~~2~ 

ist. Man erhält dann aus der Formel B. 

* = 

was sich auf folgende Weise construiren lässt. Man stelle AH 
— CD senkrecht auf AB, halbire die Hypo- Fig. 70. 
tenuse Bll in I, errichte ferner IL — BI 
senkrecht auf BH und ziehe BL, so ist BL 
= BQ = x. 

Nimmt man in den bisherigen Formeln 
b — 0, so geht das Trapez in ein Dreieck 
Uber, so dass also die entsprechenden Aufgaben 
für das Dreieck hier zugleich mit gelöst sind. 

Eine vortheilhafte praktische Anwendung von diesen Formeln 
ist die Theilung beliebiger Vielecke in Theile von bestimmten 
Verhältnissen, wenn zugleich die Theilungslinien einer gegebenen 
Geraden parallel laufen sollen. 

7. Aus der Hypotenuse und der Kathetensumme 
die Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks zu finden. 
Behalten wir dieselbe Bezeichnung wie in Nr. 4. bei, so ist 
x + y = s, x* -f y* — a», 
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und wenn wir die zweite Gleichung vom Quadrate der ersten 
subtrahiren, so bleibt 


2xy = s* — a s , 
endlich durch Division mit 4 

xy — a 1 

■2 4 ’ 

und damit ist die Fläche des Dreiecks gefuuden. Setzen wir 
dieselbe gleich der Fläche eines noch unbekannten Quadrates, 
welches die Seite <j besitzt, so haben wir 

s 1 — a 1 


V* = 


folglich 


\/ s a — a* 
2 


und nun ist diese Quadratseite leicht zu finden, wenn man be- 
rücksichtigt, dass sie die Hälfte von der Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks ausmacht, welches s zur Hypotenuse und a 
zur anderen Kathete hat. 


8. Aus den beiden Höhen eines gleichschenk- 
ligen Dreiecks die Fläche desselben zu finden. Es 
Fig. 71. sei BC die unbekannte Basis x des gleichschenk- 
4 ligen Dreiecks, AB = AC = y der gleichfalls 

/' unbekannte Schenkel desselben , ferner die Höhe 

/ 1 \ Al) == h und die Höhe BE = k. Die Fläche 
A uuseres Dreiecks lässt sich auf doppelte Weise be- 
B rechnen ; es ist nämlich 

A ABC = 4 BC . AB = ±xh, 




A ABC = 


also 


, AC. BE = \yk , 


hx = ky oder y = 


hx 


ferner ist CD = \BC = {x und mithin zufolge des Pytha- 
goräischen Lehrsatzes 


d. i. 


AD* CD* = ~AC\ 


h* + (**)* = y* = (\-)’, 

wenn man gleich den Werth von y aus der vorhergehenden . 
Gleichung substituirt. Aus der vorstehenden quadratischen Glei- 
chung erhält man 
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A) x — 

Setzen wir die Fläche 
Werthes von x 


2hk 

\hr. — q i . 


so folgt vermöge des 


B) q = 

V V (2Ä)* — k* 

Sowohl x als q sind leicht zu construiren, indem man zu- 
erst berücksichtigt, dass 

1/(2 A)*— k 2 = « 

die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ausmacht, welches 2 h 
zur Hypotenuse und k zur anderen Kathete hat. Es ist dann 

x — oder a : k = 2h: x 

a 

und mithin x die vierte Proportionale zu a, k und 2h. Um 
aber q zu finden, setzen wir 

hk hk j 

v / (2 Ä)* — t* ~ « _ P ' 

wo nun ß die vierte Proportionale zu «, k und h, endlich q = 
\/ßh, d. h. die mittlere Proportionale zwischen ß und h ist. 
Dies giebt folgende zwei Constructionen. Man 
macht GH = k und errichtet in G eine Senk- 
rechte auf GH ; aus H als Mittelpunkt beschreibt 
man mit 2h als Halbmesser einen Kreisbogen, 
welcher jene Senkrechte in K schneidet; es ist 
dann 


Fig. 72. 



GK = | /(Hk' — GII*) = 1/(271)* — fc* 


und mithin GK = a. Nimmt man jetzt KS — KH = 2h 
und zieht NT|| GH, so ist 

GK: GH = SK: ST, 

d. i. 

a:k = 2k: ST, 

und mithin ST — x; aus der so gefundenen Basis ist das 
gleichschenklige Dreieck leicht zu construiren. 

Um dagegen q zu finden, beschreibt man wie vorhin das 
rechtwinklige Dreieck GHK, in welchem Fig- 73. 

HK = 2 HI = 2h ist, nimmt KL = 

KI — h und zieht LM || GH, so ist 

GK : GH = LK-.LM, 
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d. i. 

« : k sss h: LM, 

mithin LM =s= ß. Darauf macht man LN — LM ß und 
sucht zwischen LK und LN die mittlere Proportionale LQ, 
dieselbe ist = \/LK.LN = \Zhß, d. h. = q, womit also die 
Linie q ihre Bestimmung gefunden hat. 


■1 
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ZWEITES BUCH. 
Der Kreis. 


Cap. Y. 

Die Bögen, Winkel und Linien am Kreise. 


§ 22 . 

Die Bögen und die Centriwinkel. 

I. Kennt man von einem Kreise den Halbmesser, so kann 
nach Dem, was wir über die Entstehung des Kreises gesagt 
haben (S. 8), der Kreis selbst jederzeit beschrieben werden; dies 
geht jedoch nur auf eine einzige Art, oder, was dasselbe ist* 
ein gegebener Halbmesser liefert nicht mehrere verschiedene 
Kreise, sondern nur einen einzigen Kreis. Daher ist der Kreis 
durch seinen Halbmesser unzweideutig bestimmt, und Kreise von 
demselben Halbmesser sind congruent; legt man sie mit ihren 
Mittelpunkten auf einander, so decken sich die Kreise völlig. 

Die erste Frage nun, welche wir zu beantworten haben, 
wäre die, ob der Kreis eine gerade, eine krumme, oder was 
sonst für eine Linie ist, was sich aus der Definition des Kreises 
unmittelbar nicht, nach den Lehren des ersten Capitels dagegen 
sehr leicht erkennen lässt. Gesetzt nun, ein Theil des Kreises, 
etwa das zwischen die Punkte A und B fallende Stück des- 

8 c h 1 5 m i 1 c h , Geometrie l. 5 Aull. 7 
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selben, wäre eine gerade Linie, so nehme man zwischen A und 
Fig. 74. B einen dritten Punkt C an und ziehe die 

I M Halbmesser AM, BM, CM; dann müssten, wegen 

( j der Gleichheit aller Radien, die Dreiecke ABM 

■*\/ und ACM gleichschenklig sein, woraus folgen 

^ würde : 

Z MAB = Z MBA und Z MAC = Z MCA, 
mithin, weil Z MAB = Z MAC, auch Z MBA — Z MCA , 
was unmöglich ist, weil Z il/CVl den Aussenwinkel des Dreiecks 
BCM bildet; kein Stück des Kreises kann also geradlinig ver- 
laufen und mithin ist der Kreis selbst eine krumme Linie. 
Irgend ein Theil desselben, wie z. B. der zwischen A und B 
liegende, heisst ein Kreisbogen und wird dadurch bezeichnet, 
dass man die an seinen Endpunkten stehenden Buchstaben neben- 
einander und die Sylbe Are (Abkürzung von Arcus) davorsetzt 
(Are AB). 


II. Zieht man von den Endpunkten eines Bogens Gerade 
nach dem Mittelpunkte des Kreises, so bilden letztere einen 
Winkel miteinander, welcher seinen Scheitel am Mittelpunkte 
hat, und wie man zu sagen pflegt, über dem gegebenen Bogen 
steht; ein derartiger Winkel heisst ein Centriwinkel (der 
Centriwinkel AMB z. B. steht über dem Bogen AB). Man 
erkennt aus diesem Winkel die Grösse der Drehung, welche 
nöthig war, um mit dem gegebenen Halbmesser den gegebenen 
Bogen zu beschreiben. Wie eng überhaupt der Zusammenhang 
zwischen dem Bogen und seinem Centriwinkel i9t, wird man 
aus folgenden Betrachtungen ersehen. 

Kommen in zwei mit demselben Halbmesser beschriebenen 
Kreisen zwei gleiche Centriwinkel Z AMB — Z A'M'B' vor, 
Fig. 75. so kann man den zweiten Kreis 

M so auf den ersten legen, dass 

/i\ J E sich die gleichen Centriwinkel 
decken, also M' auf M, A'M' 
° auf AM, B'M' auf BM Mit ; 
wegen der vorausgesetzten Gleichheit der Halbmesser decken sich 
aber (nach Nr. I.) die Kreise ganz und gar und mithin müssen 
auch die Bögen AB und A'B' zusammenfallen ; d. h. : In Kreisen 
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von gleichen Halbmessern gehören gleiche Bögen 
zu gleichen Centri winkeln. Weiss man umgekehrt, dass 
die Halbmesser und die Bögen einander gleich sind, so kann 
man die Kreise so aufeinander legen, dass M' auf M und M'A’ 
auf MA (also A' auf A) fällt; dann decken sich die Kreise 
wieder vollständig, es fällt B' auf B und mithin auch M'B' 
auf MB, weil es zwischen zwei Punkten nur eine Gerade 
giebt; d. h.: In Kreisen von gleichen Halbmessern 
gehören gleiche Centriwinkel zu gleichen Bögen. 

Setzen wir, wie vorhin, gleiche Centriwinkel voraus und 
bringen die beiden in Bede stehenden Kreise jetzt so über ein- 
ander, dass M' auf M und M'A' auf MB zu liegen kommt, 
so fällt M'B' etwa nach MC und wir haben ArcBC — 
ArcA'B', d. i. == Are AB, und mithin ArcAC — 2 Are AB. 
Die Verdoppelung des Centriwinkels ( Z AMC = 2 Z AMB) 
hat also eine Verdoppelung des entsprechenden Bogens zur Folge. 
Ebenso leicht erhellt, dass, wenn LAMD — 3 /.AMB ist, 
auch Are AD = 3 Are AB sein muss, woraus von selbst her- 
vorgeht, dass sich ein gegebener Kreisbogen beliebig verviel- 
fachen lässt, indem man seinen zugehörigen Centriwinkel ver- 
vielfacht. Wird dagegen umgekehrt der zu einem gegebenen 
Bogen AD gehörende Centriwinkel AMD in mehrere gleiche 
Theile getheilt, wie z. B. Z AMB = | Z AMD, so entsprechen 
diesen gleichen Theilen des Centriwinkels auch gleiche Theile 
des zugehörigen Bogens, nämlich Are AB = ( Are AJD. Fassen 
wir dies Alles zusammen, so ergiebt sich der Satz: Es lässt 
sich jederzeit ein Kreisbogen finden, welcher ein 
v orgeschri ebenes Vielfaches oder einen vorgeschrie- 
benen Theil eines g egebenen Kreisbogens ausmacht. 

Eine wichtige Anwendung hiervon ist die Theil ung des 
Kreises. Denkt man sich nämlich den Kreisumfang in 360 
gleiche Theile zerlegt, so entsteht ein Bogen, welcher ein Bo gen - 
grad heisst; den 60 aten Theil desselben nennt man eine Minute 
(Bogenminute), der 60 BtB Theil der Minute führt den Namen 
Secunde (Bogensecunde); noch kleinere Theile des Kreises 
drückt man durch Decimalbrüche von Secunden aus. Für den 
Grad dient das Zeichen: °, für Minute: ' und für Secunde: 
wonach z. B. 57° 17' 44", 8 soviel bedeutet als 57 Grad, 17 Mi- 

7* 
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nuten, 44^ Secunden. Nach dieser Eintheilung enthält also 
der ganze Kreisumfang 3G0° = 21600'= 1296000"; der Halb- 
kreis 180°= 10800' = 648000", der Viertelkreis (Quadrant) 
90° = 5400' = 324000", der Achtelkreis (Octant) 45° = 
2700' = 162000" und der Sechstelkreis (Sextant) 60° = 
3600' = 216000". Wie man sieht, ist diese Theilung des 
Kreises analog der in § 2 erwähnten Winkeltheilung. 

§ 23. 

Die Centriwinkel und die Peripherie winkel. 

Zieht man von zwei auf dem Umfange eines Kreises liegen- 
den Punkten gerade Linien nach einem dritten Punkte des Um- 
fanges, so schliessen diese Geraden einen Winkel ein, der 
Peripheriwinkel genannt wird, weil sein Scheitel auf dem 
Umfange (der Peripherie) des Kreises liegt; dergleichen Winkel 
sind z. B. die Winkel APB in den Fig. a, ß, y. 


Fig. 76/S. 



Bleiben wir zunächst bei der einfachen Figur a stehen, wo 
der Schenkel AP durch den Kreismittelpunkt C geht, und con- 
struiren den zugehörigen Centriwinkel ACB durch Ziehen von BC, 
so ist der letztere Aussenwinkel zu dem Dreiecke BCP und daher 
Z.ACB = Z. BPC + Z GBP. 

Wegen der Gleichheit der Halbmesser ist aber das Dreieck 
BCP gleichschenklig, mithin Z BPC — Z CBP, und folglich 
1) Z ACB = 2 Z BPC =2 Z APB, 

d. h. der Centriwinkel gleich dem Doppelten des mit ihm auf 
gleichem Bogen stehenden Peripheriewinkels. 

Ziehen wir weiter in Fig. ß die Gerade PCD , so haben 
wir nach dem Vorigen die Gleichungen 

IACD = 2 Z APD, 

LBCD = 2 Z BPD, 
und folglich durch Addition 
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2) IACB = 2 ( Z APD -f- Z BPD) = 2 Z APB. 

Ziehen wir ebenso in Fig. y die Gerade PCD , so ist wieder 

. Z -4 Ci) = 2 Z HP/), 

ZPCP = 2Z BPD, 
und folglich durch Subtraction 

3) IACB = 2 ( Z zlPP — Z PPP) = 2 Z HPP. 

Die hier betrachteten drei Fälle stellen, wie leicht zu sehen 
ist, die allein möglichen Lagen dar, welche ein Peripheriewinkel 
und sein zugehöriger Centriwinkel gegen einander haben können ; 
denn entweder fallt der Punkt D mit einem der Punkte A 
oder B zusammen (Fig. «), oder D fällt zwischen A und B 
(Fig. ß), oder endlich D liegt ausserhalb des Bogens AB 
(Fig. y). Da nun in jedem Falle die Gleichung Z ACB = 
2/. APB besteht, so haben wir den Satz: Wenn ein Centri- 
winkel und ein Peripheriewinkel über demselben 
Kreisbogen stehen, so ist der Centriwinkel das 
Doppelte des Peripheriewinkels, oder umgekehrt 
der Peripheriewinkel die Hälfte des Centriwinkels. 

Ueber einem gegebenen Bogen giebt es nur einen Centri- 
winkel, dagegen unzählige Peripheriewinkel ; da jeder von den 
letzteren die Hälfte des einen Centriwinkels ausmacht, so folgt 
noch: Alle über einem und demselben Bogen stehen- 
den Peripherie winkel sind einander gleich. 

Besonderes Interesse hat der Fall, wenn der Centriwinkel 
ein gestreckter = 2 R ist, also der Peripheriewinkel über dem 
Halbkreise steht; letzterer beträgt dann jederzeit einen rechten 
Winkel, was man in der kurzen Formel auszudrücken pflegt: 
Jeder Winkel im Halbkreise ist ein Keehter. 

Construirt man zwei Peripheriewinkel APB und AQB, 
deren Scheitel auf entgegengesetzten Seiten der Verbindungslinie 
AB liegen, so ist Z APB die Hälfte des con- Fig. 77. 
caven Winkels ACB und Z AQB die Hälfte 
des convexen Winkels ACB, denn beide stehen 
über dem Bogen APB ; die Winkel APB und 
AQB betragen daher zusammen die Hälfte von 
der Summe des eoncaven und convexen Winkels 
bei C, d. h. die Hälfte von vier Rechten; es 
ist demnach Z APB + £AQB = 2ß. 
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§ 24. 

Die Sehnen und die Secanten. 

I. Jede gerade Linie, welche zwei Punkte eines Kreis- 
umfanges mit einander verbindet, heisst eine Sehne (Chorde) 
des Kreises; ist sie noch über jene Punkte hinaus verlängert, 
so führt sie den Namen Secante. Da aus den Betrachtungen 
§ 22, I. hervorgeht, dass eine Gerade nur höchstens zwei Punkte 
mit einem Kreise gemein haben kann, so Hessen sich obige Er- 
klärungen auch so fassen: Secante heisst jede Gerade, welche 
mit einem Kreise zwei Punkte gemein hat, Sehne das Stück 
der Secante, welches zwischen jenen Punkten liegt. 

Verbindet man die Endpunkte einer Sehne durch Radien 
mit dem Kreismittelpunkte, so entsteht ein gleichschenkliges 
Dreieck, dessen Basis die Sehne ist, z. B. ABM; zieht man 
noch eine Gerade von der Mitte N der Sehne 
nach dem Mittelpunkte M, so zerfällt das 
Dreieck ABM in zwei andere Dreiecke AMN 
und BMN, welche in allen Seiten mit ein- 
ander übereinstimmen und daher congruent 
sind. Daraus folgt weiter, dass MN den 
Centriwinkel AMB halbirt und senkrecht auf AB steht; dass 
mithin MN der Abstand der Sehne vom Centrum ist. In 
dem rechtwinkligen Dreiecke AMN haben wir nun 

AN = V(ÄM i — MN i ), 

d. i. 

{AB = S/iAM' — MN*), 

oder, wenn wir zur Abkürzung AB = a, AM = r, MN = c 
setzen und die vorige Gleichung mit 2 multipliciren, 

1) a = 2^/r 2 — c*. 

Dieser Ausdruck erhält seinen grössten Werth, wenn so 
wenig als möglich von r 2 subtraliirt wird, also c = 0 ist; es 
wird daun a — = 2 r, in der Figur = CB. Nennen 

wir den doppelten Halbmesser des Kreises kurz seinen Durch- 
messer, so heisst dies: Der Durchmesser ist die grösste 
aller Sehnen. 

Lassen wir in der Formel 1. c von Null an zunehmen, so 
■wird immer mehr subtrahirt, und es bleibt also immer weniger 


Fig. 78. 

u n) 

i **•., I 

s 
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übrig, d. h.: Je grösser die Entfernung einer Sehne 
vom Mittelpunkte ist, desto kleiner ist die Sehne 
selbst. 

Geben wir endlich c seinen grössten Werth c — MP — r, 
so wird c = 0, also die Sehne am kleinsten, und in der That 
zieht sich dann die Sehne auf einen blossen Punkt zusammen. 

II. Wenn wir nach Erledigung dessen, was über eine 
Sehne gesagt werden kann, uns zur Betrachtung von zwei Sehnen 
wenden, so sind wieder die beiden Fälle zu unterscheiden, ob 
jene gleiche Richtung haben oder nicht. 

a. Laufen die beiden Sehnen AB und CD einander pa- 
rallel und zieht man AD, so entstehen zwei gleiche Wechsel- 
winkel, BAD und CDA, die zugleich Pe- Fig. 79. 
ripheriewinkel sind. Der erste steht über dem 
Bogen BD, ihm würde der Centriwinkel BMD 
entsprechen; der zweite steht über ArcAC 
und sein Centriwinkel wäre AMC-. aus der 
Gleichheit jener Peripheriewinkel folgt aber 
die Gleichheit der zugehörigen Centriwinkel und aus dieser die 
Gleichheit der entsprechenden Bögen BD und AC; d. h. : 
Zwischen zwei parallelen Sehnen liegen gleiche Bögen. 

Der Satz gilt übrigens auch umgekehrt, denn sind die 
Bögen gleich, so sind auch jene Winkel gleich und folglich die 
Sehnen wegen der Gleichheit der Wechselwinkel parallel. 

b. Haben zwei Sehnen ungleiche Richtung, so müssen sie 
sich (nötbigenfalls verlängert) schneiden; ihr Durchschnittspunkt 
kann nun in Beziehung auf den Kreis eine dreifach verschiedene 
Lage haben; entweder nämlich liegt er auf der Peripherie des 
Kreises selbst (Fig. 80), oder innerhalb des Kreises (Fig. 81a), oder 
endlich ausserhalb desselben (Fig. 81(2). Dies giebt folgende Be- 
trachtungen. 

a. Schneiden sich die Sehnen AB und AC in dem Punkte 
A des Kreisumfanges und sind P und Q die Halbirungspunkte 
derselben, so stehen die Geraden MP und MQ senkrecht auf 
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AB und AC (Nr. I.); umgekehrt müssen auch Gerade, welche 
man Yon P senkrecht auf AB und yoü Q senkrecht auf AG 
aufsteigen lässt, durch M gehen, da sie von PM und QM nicht 
verschieden sein können. Wenn also der Mittelpunkt 'des Kreises 
nicht bekannt wäre, so würde man ihn dadurch finden können, 
dass mau die gegebenen Sehnen durch Senkrechte halbirte und 
letztere bis zu ihrem Durchschnittspunkte verlängerte. Einen 
solchen Durchschnittspunkt muss es immer geben, weil der 
Winkel ATQ ein spitzer, Z APM dagegen ein rechter ist, und 
mithin die Geraden PM und Q'T (oder QM) 
verschiedene Richtungen haben. — Das ge- 
nannte V eifahren bleibt aber ganz dasselbe, 
wenn man sich den Kreis selber weg denkt 
und von den Sehnen nur ihre Endpunkte 
A, B, C beibehält, die natürlich nicht in 
einer geraden Linie liegen dürfen (es würde 
sonst QT\\ MP); man zieht dann die Sehnen AB, AC, macht 
die vorige Construction und nun muss M der Mittelpunkt des 
Kreises sein, auf welchem die Punkte A, B liegen. In der 
That lässt sich mit Hilfe congruenter Dreiecke sehr leicht naeh- 
weisen, dass die, in der Figur nicht gezogenen, Geraden AM, 
BM, CM einander gleich sind und folglich als Halbmesser 
eines Kreises angesehen werden können. Dies giebt den Satz: 
Ein Kreis ist durch drei nicht in einer geraden Linie 
liegende Punkte bestimmt. 

Fig. 81«. Fig. 81 ß. 





ß. Schneiden sich zwei Sehnen AB und CB innerhalb 
oder ausserhalb des Kreises in E, so ist, wenn man AC und 
BD zieht (sowohl in Fig. n als ß), /.AEC — Z BED und 
Z ACE = Z BBE (als Peripheriewinkel über demselben Bogen, 
oder als Supplemente solcher Peripheriewinkel); die Dreiecke 
ACE und BBE sind daher ähnlich und geben 
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oder 


AE : CE = DE : BE 


AE . BE — CE. DE, 

d. h.: Das Product aus den Abschnitten der einen 
Sehne ist gleich dem Producte aus den Abschnitten 
der anderen. 

Findet umgekehrt bei zwei Geraden AB und CD, die sich 
in E schneiden, die obige Gleichung statt, so müssen die vier 
Punkte A, B, C , D auf dem Umfange eines und desselben 
Kreises liegen. Denn ginge der durch A, B und C mögliche 
Kreis nicht durch D, sondern durch einen anderen Punkt D' 
der Geraden CD, so wäre gleichzeitig AE . BE = CE . DE 
und AE . BE = CE . D'E, was sich zusammen nicht verträgt. 
Während also durch drei Punkte im Allgemeinen immer ein 
Kreis gelegt werden kann, ist dies durch vier Punkte nur dann 
möglich, wenn die oben entwickelte Gleichung stattfindet ; letztere 
enthält daher die Bedingung, unter welcher ein Kreis durch 
vier gegebene Punkte gehen kann. 




i 

; 


§ 25 . 

Die Tangenten des Kreises. 

I. Wir haben bisher solche gerade Linien betrachtet, welche 
zwei Punkte mit dem Kreisumfange gemein haben, und es 
bleibt daher noch der Fall zu untersuchen ührig, in welchem 
eine Gerade und ein Kreis nur einen einzigen Punkt gemein- 
schaftlich besitzen. Lassen wir die Secante AS so fortrücken, 
dass sie immer senkrecht auf MP bleibt, so Fig. 82. 
kommen die Punkte A und B einander um ^ 

so näher, je weiter sich N von M entfernt; 
ist endlich N in P angelangt, so fallen die 
zwei Punkte A und B in einen einzigen 
zusammen, die Secante nimmt die Lage PT an und hat jetzt 
nur einen Punkt, nämlich P, mit dem Kreise gemein. Eine 
derartige Gerade heisst eine Tangente des Kreises und der 
Punkt P, welchen sie mit dem Kreise gemein hat, ihr .Be- 
rührungspunkt. 
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Die Entstehungsweise der Tangente scheint darauf hinzu- 
deuten, dass die Tangente PT senkrecht auf dem nach ihrem 
Berührungspunkte gezogenen Halbmesser MP stehen müsse; 
ob dies immer der Fall ist, entscheidet sich leicht, wenn man 
solche Gerade PU oder PV betrachtet, 
welche mit MP einen spitzen oder stumpfen 
Winkel machen. Fällt man von M eine 
Senkrechte MH auf PU, so ist MH<^MP, 
mithin liegt der Punkt 11 im Inneren 
des Kreises und folglich muss die Gerade 
PU den Kreisumfang zweimal schneiden 
(beim Eintritte in den Kreis und beim Austritte aus demselben); 
fallt man ebenso auf die Verlängerung von PV das Perpendikel 
MK, so ist wieder MK <1 MP, es liegt daher auch K im 
Innern des Kreises und die Gerade PV schneidet, hinreichend 
verlängert, den Kreis zweimal. Die Geraden PU und PV sind 
daher Secanten und keine Tangenten. Dass aber jeder von P 
verschiedene Punkt S der senkrecht stehenden Geraden PT 
ausserhalb des Kreises liegt, erkennt man daraus, dass die Hypo- 
tenuse MS grösser als die Kathete MP sein muss. Dies giebt 
den Satz: Jede auf dem Endpunkte eines Halbmessers 
senkrecht stehende Gerade ist eine Tangente des 
Kreises; und umgekehrt: Jede Tangente eines Kreises 
steht senkrecht auf dem nach ihrem Berührungs- 
punkte gezogenen Halbmesser. (Denn wenn sie nicht 
senkrecht stünde, so wäre sie wie PU und PV eine Secante, 
was der Voraussetzung widerspricht.) 

Aus dem Obigen folgt noch der Satz: Durch einen ge- 
gebenen Punkt auf dem Umfange eines Kreises ist 
nur eine einzige Tangente möglich. 

II. Auf die Betrachtung von einer Tangente müsste nun 
die von zwei Tangenten folgen; man wird aber leicht finden, 
dass hierbei die Ausbeute sehr gering ist, und wir wenden uns 
daher zu der Vergleichung zwischen den Tangenten und Sehnen. 
Hier sind wieder die beiden Fälle zu unterscheiden, ob die 
Tangente und die Sehne gleiche Richtung haben (Fig. a) oder 
nicht (Fig. ß). 


Fig. 
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Fig. 84«. Fig. 84 jS. 



a. Laufen die Sehne AB und die Tangente PT (Fig. a) 
einander parallel, so steht der nach dem Berührungspunkte P 
gezogene Halbmesser nicht nur auf der Tangente, sondern auch 
auf der Sehne AB senkrecht, woraus die Congruenz der Drei- 
ecke AMN und BMN und die Gleichheit der Winkel AMP 
und BMP folgt. Diese zieht die Gleichheit der entsprechenden 
Bögen AP und BP nach sich, was man mit den Worten aus- 
drücken kann: Wenn eine Sehne ein er Tangente parallel 
läuft, so halbirt der Berührungspunkt der letzteren 
den zwischen beiden Geraden liegenden Dogen. 

Man wird leicht bemerken, dass sich der Satz auch um- 
kehren lässt. 

b. Wenn eine Tangente und eine Sehne ungleiche Richtung 
haben, so müssen sie sich nothwendig schneiden, und da dies 
begreiflicherweise nicht im Innern des Kreises geschehen kann, 
so muss der Durchscbnittspunkt entweder auf dem Umfange oder 
ausserhalb des Kreises liegen. 

a. Schneiden sich die Sehne PQ und die Tangente ST 
im Punkte P der Peripherie (Fig. ß ), so ist, wenn die Sehne 
$17 1| PT gezogen wird, ArcPQ = Are PU und folglich 
(weil über gleichen Bögen gleiche Peripheriewinkel stehen) 
/.PUQ = Z PQU , und da letzterer als Wechselwinkel = 
Z QPT ist, Z PUQ = Z QPT, wo man bemerken möge, dass 
Z U der Peripheriewinkel über dem kleineren Bogen PQ ist. — 
Zieht man ferner nach einem Punkte V auf diesem Bogen die 
Geraden PV und QV, so ist Z PVQ = Z V der Peripherie- 
wiukel über dem grösseren Bogen PUQ oder PQ, und man hat 
nach § 23 (letzter Satz) 

Z PUQ + Z PVQ = '2 R 

— Z QPT + Z QPS, 
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und wenn man hiervon die vorige Gleichung APUQ — Z QPT 
subtrahirt, so bleibt Z PVQ — Z QPS. Dies giebt folgenden 
Doppelsatz: Geben durch einen Punkt auf dem Umfange 
eines Kreises eine Sehne und eine Tangente, so ist 
der spitze Winkel, den beide Gerade mit einander 
bilden, gleich dem Peripheriewinkel über dem klei- 
neren Bogen und der stumpfe Winkel gleich dem 
Peripherie winkel über dem grösseren Bogen. 

Auch umgekehrt gilt dieser Satz, wie man leicht finden 

wird. 


ß. Schneiden sich die Sehne AP und die Tangente SP 
ausserhalb des Kreises in T, so lässt sich der vorige Satz an- 
Fig. 85. wenden, wenn man die Sehnen AP und BP 
zieht ; es ist dann Z BPT gleich dem Peri- 
pheriewinkel über dem kleineren Bogen BP, 
also = Z BAP. Da ausserdem die Dreiecke 
APT und PBT noch in dem Winkel T über- 
einstimmen, so folgt A APT iv A PBT und 
daraus die Proportion 

AT-.PT = PT.BT , 

oder 

AT. BT = PT*. 

In Worten heisst dies: Schneiden sich eine Secante und 
eine Tangente ausserhalb des Kreises, so ist der 
Abschnitt der Tangente die. mittlere Proportionale 
zwischen den Abschnitten der Secante. 

Findet umgekehrt zwischen AT, BT und PT die obige 
Beziehung statt, so muss PT eine Tangente an dem durch die 
Punkte A, B und P gehenden Kreise sein. Wegen des gleichen 
Winkels T und der vorausgesetzten Proportion sind nämlich 
die Dreiecke APT und PBT ähnlich, mithin Z BAP = Z BPT 
und folglich nach a. die Gerade PT eine Tangente des Kreises. 
Die obige Gleichung stellt also die Bedingung dar, unter welcher 
\ ein durch drei Punkte gehender Kreis eine durch den letzten 
dieser Punkte gezogene Gerade berühren kann. 
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§ 26 . 

Zwei und mehrere Kreise. 

Die Vergleichung zweier oder mehrerer Kreise hat zweierlei 
zu berücksichtigen, einmal die Halbmesser und zweitens die 
Entfernung der Mittelpunkte der Kreise; durch das Erste be- 
stimmt sich nämlich die Grösse der Kreise, durch das Zweite 
ihre gegenseitige Lage. Nennen wir ein- für allemal r und q 
die Halbmesser und e die Entfernung der Kreismittelpunkte 
(die Centrale), so haben wir zu untersuchen, welche Be- 
ziehungen zwischen r, q und c stattfinden müssen, wenn die 
Kreise diese oder jene Lage zu einander haben sollen. 

Der einfachste Fall wäre nun offenbar, wenn die beiden 
Mittelpunkte auf einander fallen, also e = 0 ist. Die Kreise 
heissen dann concentrisch und es fällt der eine entweder 
gänzlich auf den andern (Congruenz), wenn r = q, oder der 
mit dem kleinern Halbmesser beschriebene liegt innerhalb des 
andern, wenn r von q verschieden ist. In jenem Falle haben 
beide Kreise alle Punkte, in diesem keinen Punkt mit ein- 
ander gemein. 

Sind aber die Kreise uicht concentrisch, also e von Null 
verschieden, so können drei verschiedene Fälle eintreten; die 
Kreise haben nämlich gar keinen Punkt gemein, oder einen 
Punkt oder endlich zwei Punkte, wie die folgenden Betrach- 
tungen zu erkennen geben. 


I. Liegt nämlich der eine Kreis ganz 
innerhalb, wie in Fig. «, oder ganz ausser- 
halb des andern, wie in Fig. ß, so haben 
sie keinen Punkt gemein und es ist in 
Fig. « 

MP = MN+ NQ + PQ, 

d. i. 

r — e + y + PQ 

oder 


Fig. 86 a. 



1) r — Q = e + PQ, 

und folglich, wenn man PQ rechter Hand weglässt 

2) r — q > e. 
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Dagegen ist in Fig. ß 

MP+PQ + NQ = MN, 

Fig. 86 ß. ,}. j 


r + PQ + Q = e 

oder ' 

3) r -f- g = e — PQ 
und, wenn man PQ rechter Hand weglässt, 

4) r + ? < e. 

Umgekehrt ist auch leicht zu sehen, dass, wenn eine der 
Bedingungen 



r — q e oder r + q < e 

erfüllt ist, die Kreise keinen Punkt mit einander gemein haben 
und dass ira ersten Falle der eine Kreis innerhalb des andern, im 
zweiten Falle ausserhalb des andern liegt. 


Fig. 87«. 



Fig. BIß. 



II. Wenn sich die beiden Punkte P und Q in einen 
einzigen zusammenziehen, also PQ = 0 ist (Fig. « und ß), so 
gehen die Gleichungen 1. und 3. in die folgenden über: 

5) r — q = e und r + q = c. 

Die Kreise haben jetzt einen Punkt P mit einander gemein, 
oder sie berühren sich, und zwar inwendig, wenn der eine 
Kreis innerhalb der ersten liegt (Fig. a), oder auswendig, 
wenn der eine Kreis ausserhalb des andern liegt. Dass in der 
That die beiden Kreise keinen Punkt weiter als P gemein 
haben, ist leicht zu sehen, denn zieht man in Fig. a nach 
einem von P verschiedenen Punkte L auf der Peripherie des klei- 
nem Kreises die Geraden LM und LN, so ist LM <; MN + LN, 
d. i. LM <C e + « » oder , weil aus Nr. 5. e + g = r folgt, 
LM<C.r, woraus unmittelbar hervorgeht, dass L innerhalb 
des grösseren Kreises liegt. Zieht man ebenso LM und LN 
in Fig. ß, so ist MN < LM -}- LN, d. h. r q < LM + q, 
also r<^LM, woraus wieder folgt, dass L ausserhalb des um 
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M beschriebenen Kreises liegt. Die Gleichungen 5. enthalten 
also die Bedingungen, unter denen sich zwei Kreise berühren. 

Wenn umgekehrt zwei Kreise sich berühren, so liegen auch 
ihre Mittelpunkte und der Berührungspunkt auf einer und der- 
selben Geraden und zugleich findet die eine oder andere der 
Gleichungen 5. statt. Wären nämlich in Fig. 87y M und N die 


Fig. 87 y. Fig. 87 cf. 



Kreismittelpunkte und es ginge die Centrale MN nicht durch 
den Berührungspunkt P, so würde sie durch zwei andere Punkte 
II und K auf den Peripherien der Kreise gehen müssen, und 
nun hätte man MH MN -J- NK, oder, wenn man statt MH 
und NK die Radien MP und NP setzt, MP^>MN + NP, was 
aber unmöglich ist. Ebenso wäre in Fig. S MN^> MH + NK 
oder MN MP + NP, was ebenfalls unmöglich ist. Die 
Centrale MN muss also jedenfalls durch den Berührungspunkt 
P gehen, wie in den Figuren a und ß, und nun finden wie dort 
die Gleichungen r — {> = e oder r + q — e statt, je nachdem 
die Berührung von Innen oder von Aussen geschieht. 

Errichtet man im Berührungspunkte eine Senkrechte auf 
der Centrale, so ist diese die gemeinschaftliche Tangente 
beider Kreise; bei einer innern Berührung liegen beide Kreise 
auf derselben Seite der gemeinschaftlichen Tangente, bei einer 
äussern Berührung auf entgegengesetzten Seiten. 

III. Wenn endlich die Kreise zwei Punkte mit einander 
gemein haben, so können wieder zwei verschiedene Lagen statt- 
finden (Fig. 88 a und 88/?). Im ersten Falle ist 
Fig. 88«. Fig. 88 ß. 
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d. h. 
oder 


MP+PQ = MN + NQ, 

r + PQ ~ e -f Q, 


r — g + PQ — e, 

und wenn PQ links weggelassen wird, so folgt 
6) r — (•<;«• 

Ganz ähnlich haben wir in Fig ß 

MP + NP = MN, 

oder 


d. h. 


MP + NQ — PQ = MN 


r + (? — PQ — e 
und, wenn wir links PQ weglassen, 

7) r + q > e. 

In jedem Falle ist AB die gemeinschaftliche Sehne beider 
Kreise und die Punkte P, Q liegen entweder beide auf der- 
selben Seite der gemeinschaftlichen Sehne oder auf entgegenge- 
setzten Seiten derselben. 


Constructicmen zu Cap. V. 


1. Der Satz, dass alle über demselben Bogen oder über 
derselben Sehne (auf gleicher Seite der letzteren) stehenden 
Peripheriewinkel einander gleich sind, giebt zu einer sehr brauch- 
baren Aufgabe Veranlassung, nämlich: 

Einen Kreis zu beschreiben, wenn eine Sehne 
desselben und der über ihr stehende Periplierie- 
Fig. 89. winkel gegeben sind. Halbirt man die 
Sehne AB durch die auf ihr senkrechte Ge- 
rade NQ und zieht AQ, BQ, so ist Z AQB = 
L APB, also gleich dem gegebenen Peripherie- 
winkel P, ferner Z AQN — \ P und Z NAQ = 
11 — { P — NBQ. Von dem Dreiecke ABQ 
kennt man also eine Seite und die beiden an- 
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liegenden Winkel (jeder = E — J P) und folglich ist dasselbe 
leicht zu construiren. Beschreibt man jetzt einen durch A, B 
und Q gehenden Kreis, so -ist dieser offenbar der gesuchte Kreis. 

Eine zweite und kürzere Construction ergiebt sich aus dem 
Satze II, a. in § 25. Macht man nämlich Z BAT = dem ge- 
gebenen Peripheriewinkel P, so muss AT eine Fig. 90. 
Tangente des fraglichen Kreises sein ; der Mittel- 
punkt derselben ist also einerseits auf einer 
Geraden AM zu suchen, welche senkrecht auf 
ST steht, andererseits auf einer Geraden MN, 
welche die Sehne senkrecht halbirt. Der Durch- 
schnitt M beider Geraden giebt daher den Mittelpunkt des ge- 
suchten Kreises und AM ist dessen Halbmesser. 




2. Durch einen gegebenen Punkt an einen ge- 
gebenen Kreis eine Tangente zu legen. Es sind hier 
zunächst zwei Fälle zu unterscheiden, ob 
nämlich der gegebene Punkt auf der Pe- 
ripherie des Kreises oder ausserhalb des- 
selben liegt. Im ersten Falle hat man 
nur den Punkt P mit dem Kreismittel- 
punkte M zu verbinden und auf dem so 
entstandenen Halbmesser MP eine Senk- 
rechte PT im Punkte P zu errichten. 

Im zweiten Falle kommt es darauf an, ein rechtwinkliges 
Dreieck MPQ zu construiren, welches die Gerade MP zur Hypo- 
tenuse hat und dessen Spitze Q auf der Peripherie des gegebenen 
Kreises liegt. Man erhält dasselbe leicht, wenn man über MP 
als Durchmesser einen Kreis beschreibt, welcher den gegebenen 
Kreis in Q schneidet ; es ist dann Z PQM (als Winkel im 
Halbkreise) = E und folglich PQ die ge- Fig. 92. 
suchte Tangente. Da der Hilfskreis über PQ 
den gegebenen Kreis zum zweiten Male in 
Q' schneidet, so giebt es noch eine zweite - (- — -pr 

Tangente PQ'. Aus der Congruenz der Drei- 
ecke MPQ und MPQ' folgt noch PQ — PQ' 
und Z MPQ = Z MPQ', so dass also M auf der Halbirungs- 
linie des Winkels QPQ' liegt. 


Schldmilch, Geometrie I. 5. Aufl. 
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3. Die gemeinschaftliche Tangente zweier ge- 
gebenen Kreise zu finden. Sind die beiden mit den un- 
gleichen Halbmessern MP und NQ beschriebenen Kreise gegeben 
Fi g 93 und ist PQT eine Gerade, welche 

sie beide berührt, so sind die Winkel 
MPT und NQT gleichzeitig rechte; 
wenn ferner NH || PQ gezogen wird, so 
ist auch Z MHN = R, und man kann 
folglich NH als Tangente eines mit 
T dem Halbmesser MH = MP — HP 
= MP — NQ beschriebenen Krei- 
ses ansehen. Dies führt unmittelbar 
zur folgenden Construction : Man be- 
schreibe aus dem Mittelpunkte M 
des grösseren Kreises einen Halbkreis, welcher die Differenz der 
gegebenen Halbmesser zum Radius hat, und lege an ihn vom 
Mittelpunkte N des kleineren Kreises aus eine Tangente, deren 
Berührungspunkt H sein möge. Verlängert man jetzt den Halb- 
messer MH bis P und zieht PQ j| HN, so ist PQ die gesuchte 
Tangente. Da sich von N aus [zwei Tangenten an den Hilfs- 
kreis legen lassen, so folgt, dass auf der anderen Seite von MN 
noch eine zweite gemeinschaftliche Tangente PQ' liegt, welche, 
wie leicht zu sehen ist, durch denselben Punkt T der ver- 
längerten Centrale geht. 

Ausser den soeben gefundenen zwei gemeinschaftlichen Tan- 
genten unserer Kreise giebt es übrigens noch ein zweites Paar, 
deren Berührungspunkte aber nicht auf derselben Seite der Cen- 
trale (wie P und Q oberhalb), sondern auf entgegengesetzten 

Seiten derselben liegen, wie U und V, 
oder ET, F'. Jene Berührungslinien (PQ 
und P'Q') nennt man die äusseren, 
diese (UV und U‘ V) die inneren ge- 
meinschaftlichen Tangenten der beiden 
Kreise. Man findet letztere, wenn man 
nicht mit der Differenz, sondern mit der 
Summe der gegebenen Halbmesser einen 
Hilfskreis beschreibt und dann wie vor- 
Gründe leicht genug einzusehen sind. 


Fig. 94. 



hin verführt, wovon die 
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Die beiden Punkte S und T, in welchen sich die inneren 
und äusseren gemeinschaftlichen Tangenten schneiden, heissen 
die Aehnlichkeitspunkte der beiden Kreise; S der innere, 
T der äussere. Ihre Entfernungen vom Mittelpunkte des grösseren 
Kreises sind leicht zu finden, sobald die Halbmesser MP = r, 
NQ — q und die Centrale MN = e gegeben sind. Für 
MS — s und MT — t ist nämlich 


MH : MN = MU : MS, 

d. i. Fig. 95. 

r 4- p : e = r : s, \ 



Wenn sich die beiden Kreise von Aussen berühren, so 
fallen die beiden inneren Tangenten zu einer einzigen zusammen 
und man hat dann nur noch drei gemeinschaftliche Tangenten; 
schneiden sich die Kreise, so giebt es gar keine inneren, sondern 
nur zwei äussere gemeinschaftliche Tangenten ; berühren sich die 
Kreise von Innen, so bleibt nur eine äussere gemeinschaftliche 
Tangente übrig; liegt endlich der kleinere Kreis so innerhalb 
des grösseren, dass er keinen Punkt mit ihm gemein hat (Fig. 86a), 
so ist gar keine gemeinschaftliche Tangente mehr vorhanden. 

Zieht man überhaupt ein Paar parallele Radien MP und 
NQ oder MU und NQ und nennt S' und T' die Durchschnitte 
von QU und MN einerseits, sowie von PQ und MN anderer- 
seits, so hat man 


“MU : MS' = NQ : NS', 

d. i. 

r : MS ' = Q:e — MS 

oder 

qMS' = r(e — MS'), 
und hieraus findet man leicht 


MS' = 


er 


Fig. 96. 
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Ferner ist 


MF -.MT' — NQ-.NT', 
r : MT' = o : MT' — e, 
q MT' = r(MT' — e), 


d. i. 
oder 

woraus man erhält 

MT' = er —. 

r — Q 

Aus der Vergleichung dieser Formeln mit denen für s und 
t ergiebt sich augenblicklich, dass S' und T' die Aehnlichkeits- 
punkte der gegebenen Kreise sind und dass man also den schönen 
Satz aufstellen kann: Die Verbindungslinie der End- 
punkte irgend zweier parallelen Halbmesser geht 
durch den inneren oder äusseren Aehnlichkeitspunkt 
der beiden Kreise, je nachdem jene Endpunkte auf 
verschiedenen Seiten der Centrale liegen oder nicht. 

Umgekehrt ist auch leicht zu sehen, dass, wenn man von 
einem Punkte Q auf der Peripherie des einen Kreises die Geraden 
S'Q und T’Q nach den Aehnlichkeitspunkten und nachher MP 
und MU zieht, nothwendig MP und ebenso MU || NQ sein muss. 

4. Die Berührungsaufgaben. Verstehen wir unter 
dem Ausdrucke „einen Punkt berühren“ dasselbe, wie unter den 
Worten „durch einen Punkt gehen“, so giebt es folgendes allge- 
meines Problem: 

Es sind von Punkten, Geraden und Kreisen in einer Ebene 
irgend drei gegeben; man soll einen Kreis beschreiben, 
welcher die bezeichneten drei Stücke berührt. 

Diese Aufgabe enthält, wenn man alle einzelnen Fälle 
durchgeht, zehn besondere Probleme in sich; es können nämlich 
zugleich gegeben sein 

von den Kreisen: 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 

von den Geraden: 0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 0, 1, 0, 

von den Punkten: 3, 2, 1, 0, 2, 1, 0, 1, 0, 0. 

Die Lösungen dieser Aufgaben wollen wir mit kurzen, aber 

wohl genügenden Worten andeuten. 

I. Durch drei Punkte einen Kreis zu beschrei- 
ben, ist bereits in § 24 II, b, a. gelehrt worden. 
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II. Gegeben zwei Punkte A, B und Fig. 97. 
eine Gerade ST. Zieht man AB, bis sie 
ST in T schneidet, und ist P der (noch un- 
bekannte) Berührungspunkt, so muss TP 2 = 

TA . TB sein ; man findet also P, wenn man 
TP = \J TA . TB construirt und von T aus 
abschneidet. 

III. Gegeben zwei Gerade AB, CD und ein Punkt 

P. Schneiden sich die Geraden in T, so muss der Mittelpunkt 
des gesuchten Kreises auf der Fig. 98. 

Halbirungslinie TN des Win- 
kels ATC liegen, denn jeder 
beliebige Punkt derselben, wie 
z. B. N, hat von AB und 
CD gleiche Entfernung NU= 

NU'. Construirt man mit NU 
einen Hilfskreis, so muss weiter T der äussere Aehnlichkeits- 
punkt des Hilfskreises und des gesuchten Kreises sein; zieht 
man also PT, welche den Hilfskreis in Q und Q' schneidet, 
und dann PM || QN, so erhält man den Mittelpunkt M und 
Halbmesser des gesuchten Kreises. Legt man dagegen PM' || Q'N, 
so erhält mau einen zweiten Kreis aus dem Mittelpunkte M' mit 
dem Halbmesser M'P, welcher gleichfalls das Verlangte leistet. 

IV. Es sind drei Gerade gegeben AB, CD, BF; 
ihre Durchschnitte seien U, V und W. Da der gesuchte Kreis 
die Geraden UV und UW 
berühren soll, so muss sein 
Mittelpunkt auf der Halbi- 
rungslinie des Winkels VUW 
liegen ; weil ferner der Kreis 
auch UV und VW berühren 

soll, so muss sein Centrum . 

ebenso auf der Halbirungs- ~ ^ ^ ° 

linie des Winkels UVW 'b E 

liegen; der Durchschnitt M beider Halbirungslinien ist daher 
der Mittelpunkt des gesuchten Kreises und sein Halbmesser gleich 
der Senkrechten MR von M auf UV, wobei MB, = MS = MT. 
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Halbirt man ebenso die Winkel VUF und UVC, so führt der 
Durchschnitt M' derselben auf ähnliche Weise zu einem zweiten 
Kreise, welcher ebenfalls der Aufgabe genügt; überhaupt giebt 
es im Ganzen vier verschiedene Kreise, welche die gegebenen 
drei Geraden berühren. 


V. Gegeben ein Kreis um M und zwei Punkte 
A und B. Wäre der gesuchte Kreis, welcher durch A und 


Pig. 100. 



B gehen und den gegebenen Kreis be- 
rühren soll, schon gefunden, so würden 
sich die gemeinschaftliche innere Tan- 
gente beider Kreise und die nöthigen- 
falls verlängerte Gerade AB in einem 
Punkte E so schneiden, dass EF~ = 
EA . EB wäre. Zieht man ausserdem 
durch E eine beliebige Gerade, welche 
E den gegebenen Kreis in H und K 

schneidet, so ist auch EF 2 = EH . EK, mithin EA . EB = 
EH.EK, woraus folgt, dass die vier Punkte A, B, H, K 
auf der Peripherie eines neuen Kreises liegen (§ 24 II, b, ß.). 
Dies führt unmittelbar zu folgender Construction : Man be- 
schreibe einen durch A und B gehenden Hilfskreis, welcher 
den gegebenen Kreis in //und K schneidet ; von dem Durch- 
schnittspunkte E der Geraden AB und HK aus lege man eine 
Tangente EF an den um M beschriebenen Kreis, so ist der durch 
A, B und F gehende Kreis der gesuchte. Da man von E aus 
zwei Tangenten EF und EF' an den gegebenen Kreis ziehen 
kann, so giebt es zwei Kreise, welche der Aufgabe genügen ; der 
eine berührt den gegebenen Kreis von Aussen, der andere von Innen. 

VI. Gegeben ein Kreis um M, eine Gerade AB 
und ein Punkt P. Wäre der gesuchte Kreis schon gefunden, 
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N sein Mittelpunkt, und sind FMK 
£ und NS senkrecht auf AB, so laufen 
die Halbmesser MF und NS parallel 
und mithin geht die Gerade FS durch 
den innern Aehnlichkeitspunkt, hier den 
Berührungspunkt, beider Kreise. Nun 
ist A FGH~ A FKS, mithin FG : FH 
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= FK:FS oder FII.FK = FG . FS ; ausserdem ist aber, 
wenn FF gezogen wird, FF . FQ = FG . FS, folglich FP . FQ 

auch gleich FH . FK und endlich FQ = Dies fuhrt 

zu folgender Construction : Man ziehe die Gerade FMHK senk- 
recht auf AB, verbinde F mit P und schneide auf FP ein 
i'H FK 

Stück FQ = pp — ab, construire endlich einen Kreis, welcher 

P, Q und AB berührt (nach Nr. II.) , so ist dieser der ge- 
suchte Kreis. 

VII. Gegeben ein Kreis um M und zwei Gerade 
AB und CD. Es sei N der Mittelpunkt des gesuchten Kreises 
und NU — NV sein Halbmesser; wir beschreiben aus N mit 
NM als Halbmesser einen mit ihm concentrischen Kreis und 
legen durch die Punkte U' und F', in welchen derselbe die 
Senkrechten NU und NV schneidet, ein Paar Gerade A'B' || AB 
und C'D' || CD -, dann berührt der neue Kreis offenbar diese 
Geraden ; zugleich ist UU' = NU Fig. 102. 

— NU' = NP — NM = MP, d. i. 
gleich dem Halbmesser des gege- 
benen Kreises, und VV ebenfalls 
= MP. Dies giebt folgende Con- 
struction: Man ziehe A'B' || AB 
und C'D' || CD so, dass die jedes- 
malige Entfernung der beiden Pa- 
rallelen dem Halbmesser des ge- 
gebenen Kreises gleich ist, und be- 
schreibe darauf einen Hilfskreis, welcher die Geraden A'B’, 
C’D' und den Puukt M berührt (nach Nr. III.); der gesuchte 
Kreis ist dann mit dem Hilfskreise concentrisch und sein Halb- 
messer um den Radius des gegebenen Kreises grösser als der 
Halbmesser des Hilfskreises. Da die Aufgabe III., welche hier 
benutzt wird, zwei Auflösungen besitzt, so giebt es auch hier . 
zwei Kreise, welche den obigen Bedingungen genügen. 

Zieht man die Parallelen A'B' und CD' nicht innerhalb, 
sondern ausserhalb des von AB und CD gebildeten Winkels, 
so ist der Halbmesser des gesuchten Kreises nicht grösser, son- 
dern um ebensoviel wie vorhin kleiner als der Halbmesser des 
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Hilfskreises, und man erhält dann diejenigen zwei Kreise, welche 
den gegebenen Kreis, nicht wie vorhin von Innen, sondern von 
Aussen berühren. Die Aufgabe hat also im Ganzen vier Auf- 
lösungen. 

YIII. Gegeben zwei Kreise um M und N und 
ein Punkt P. Hätte man schon den gesuchten aus 0 be- 
schriebenen Kreis, welcher durch P ginge und die gegebenen 


Fig. 103. 



Kreise in U und V berührte, so wäre, wenn UV bis zum 
Durchschnitte T mit MN verlängert und TP gezogen wird, 
TP. TQ = TU. TV. Zieht man noch MU' und NV', so 
ist Z MU' U — IMUU'=: Z OUV = Z UVO = INVV, 
woraus hervorgeht, dass die Halbmesser MU ' und NV parallel 
laufen, mithin T der Aehnlichkeitspunkt der gegebenen Kreise 
ist. Weiter ist nun auch MU || NV\ mithin Z GMU = Z KNV ’ , 
und ebenso sind die Hälften dieser Winkel, nämlich die Peri- 
pheriewinkel MFU und KW, einander gleich; daraus folgt 
A TFU<» A TVK, mithin TF: TU = TV: TK oder TU. TV 
— TF . TK und mit der früheren Gleichung zusammengehalten 

TP. TQ = TF. TK oder TQ = Dies giebt fol- 

gende Construction : Von dem äussern Aehnlichkeitspunkte T 
der gegebenen Kreise aus ziehe man TP und bestimme den 

TF TK 

Punkt Q so, das TQ = — ~p — ; man beschreibe darauf nach 

Nr. V. einen Kreis, welcher die Punkte P, Q und einen der 
gegebenen Kreise berührt, so hat man den gesuchten Kreis. Da 
die Aufgabe Nr. V. zwei Auflösungen hat, so giebt es noch 
einen zweiten derartigen Kreis, welcher nämlich die beiden ge- 
gebenen Kreise von Innen berührt. 
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Verfährt man ebenso mit dem innern Aehnlichkeitspunkte 
S, indem man aber SQ auf der Rückwärtsverlängerung von 
SP abachneidet, so erhält man diejenigen zwei Kreise, welche 
den einen der gegebenen Kreise von Aussen und den andern 
von Innen berühren. Die Aufgabe hat also im Ganzen vier 
Auflösungen. 

IX. Gegeben zwei Kreise um M und N und eine 

Gerade AB. Der gesuchte Kreis berühre die gegebenen Stücke 
in U, V, W; beschreibt man Fig. 104. 

aus seinem Mittelpunkte 0 mit 
ON als Halbmesser einen Kreis, 
welcher den Radius MU in U' 
und die verlängerte OW in W' 
schneidet, so berührt dieser neue 
Kreis offenbar einen aus M mit 
MU' als Halbmesser construirten 
Kreis und eine durch W' parallel zu AB gezogene Gerade A'B’.. 
Dabei ist MU' = MU — UU' — MU — NV, also gleich der 
Halbmesserdifferenz, und WW' — NV. Dies giebt folgende 
Construction : Aus M beschreibe man eiuen Hilfskreis mit dem 
Halbmesser MU' — MU — NV, zu AB ziehe man in der 
Entfernung WW' — NV eine Parallele und beschreibe nach 
Nr. VI. einen zweiten Hilfskreis, welcher den ersten Hilfskreis, 
die Parallele A'B' und den Punkt N berührt. Der gesuchte 
Kreis ist mit diesem zweiten Hilfskreise concentrisch und sein 
Halbmesser um den Radius des kleinern gegebenen Kreises 
kürzer, als der Halbmesser des zweiten Hilfskreises. Beschreibt 
man den ersten Hilfskreis mit der Summe der Radien statt mit 
der Differenz, so erhält man einen Kreis, welcher den einen 
gegebenen Kreis von Aussen und den andern von Innen berührt. 
Legt man die Parallele A’B' auf die entgegengesetzte Seite von 
AB und beschreibt einmal mit der Differenz und dann mit der 
Summe der gegebenen Radien den ersten Hilfskreis, so ent- 
stehen wieder zwei neue Kreise, so dass es also im Ganzen vier 
Auflösungen giebt. 

X. Gegeben drei Kreise um M, N und 0. Der 
gesuchte Kreis habe B zum Mittelpunkte und berühre die ge- 
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gebenen Kreise in U, V und W. Beschreibt man mit dem 
Fig 10 5. Halbmesser RO, wo 0 der Mittel- 

punkt des kleinsten Kreises 
ist, einen Hilfskreis, welcher MR 
und NR in U' und V schnei- 
det, so berührt dieser Hilfskreis 
diejenigen zwei Kreise, welche 
man aus M und N mit den 
Halbmessern MU' und NV' con- 
struiren kann. Berücksichtigt man, dass hierbei MU'= MU — UU' 
— MU — OW und NV = NV — VV = NV— OW ist, 
so hat man folgende Construction : Aus M und N beschreibe 
man zwei Hilfskreise mit den Halbmesserdifferenzen MU — OW 
und NV — OW, darauf einen dritten Hilfskreis, welcher die 
beiden ersten Hilfskreise berührt und durch den Punkt 0 geht; 
der gesuchte Kreis ist mit dem dritten Hilfskreise concentrisch 
und sein Radius um OW kleiner als der Halbmesser des letz- 
teren. Berührt der dritte Hilfskreis die zwei ersten Hilfskreise 
von Aussen, so berührt auch der gesuchte Kreis alle drei ge- 
gebenen Kreise von Aussen; berührt dagegen der dritte Hilfs- 
kreis die zwei ersten Hilfskreise von Innen, so berührt auch der 
gesuchte Kreis die gegebenen Kreise von Innen, nur ist in 
diesem Falle sein Halbmesser um OW grösser als der Radius 
des dritten Hilfskreises. 

Im Ganzen hat die Aufgabe acht Auflösungen, weil der 
gesuchte Kreis die drei gegebenen Kreise entweder sämmtlich 
von Aussen oder sämmtlich von Innen, oder zwei der gegebenen 
Kreise von Aussen und einen von Innen, oder einen" von Aussen 
und zwei von Innen berühren kann; für die hier nicht besonders 
erörterten Fälle gilt eine ganz ähnliche Betrachtung und Con- 
struction, die man vermöge der Bemerkung leicht finden wird, 
dass die ersten zwei Hilfskreise statt mit den Halbmesser- 
differenzen unter Umständen auch mit den Halbmesseraummen 
beschrieben werden können. 
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Cap. VI. 

Die Sehnen- und Tangentenvielecke. 


§ 27. 

Das Sehnen- und Tangentendreieck. 

Nachdem wir uns mit einzelnen Sehnen und Tangenten 
eines Kreises beschäftigt haben, untersuchen wir solche Sehnen 
und Tangenten, welche in ihrer Aufeinanderfolge ein Vieleck 
bilden; ist dieses Vieleck der Art, dass alle seine Seiten Sehnen 
eines und desselben Kreises sind, so sagt man, das Vieleck sei 
in den Kreis beschrieben oder nennt es kurz ein Sehnen- 
vieleck; sind dagegen alle Seiten des Vielecks Tangenten 
eines und desselben Kreises, so sagt man, das Vieleck sei um 
den Kreis beschrieben oder nennt es ein Tangentenvieleck. 
Von dem Kreise endlich kann man sagen, dass er um das Seh- 
uenvieleck und in das Tangentenvieleck beschrieben sei. Die 
Untersuchung über derartige Vielecke fangen wir mit dem ein- 
fachsten aller Vielecke, nämlich dem Dreiecke, an. 

I. Es sei ABC ein Sehnendreieck, dessen Seiten als in 
Zahlen gegeben vorausgesetzt werden: AB = a, AC — b , 
BC — c. Man findet dann eine Beziehung zwischen den Seiten 
des Dreiecks und dem umschriebenen Kreise 
auf folgendem Wege. Wenn AH senkrecht 
auf BC und MN senkrecht auf AB ist, 
so haben wir LC = L AMN (§ 23) und 
Z AHC = Z ANM — R, woraus die Aehn- 
lichkeit der Dreiecke ACH und AMN folgt. 

Dies giebt 

AII ; AC = AN : AM, 

d. i. wenn wir den Halbmesser AM mit r bezeichnen, 

AII :b — \a:r 

oder 

ab 

r ~~ 27Hr 


Fig. 106. 
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Die Linie AU ist leicht zu berechnen, wenn man berück- 
sichtigt, dass die Fläche des Dreiecks, welche J heissen möge, 

2 A 

= iBC . AII = \c.AH und mithin AH — — sein muss. 
Es wird dann 

«6c 

1) ' = 4 J 

oder wenn man für J seinen Werth setzt (§17), 

«6c 

v/(a -j- 6 + c) ( — a + 6 + c) (a — 6 + c) (a + 6 — c) " 

Sind a, b und c gegeben, so lässt sich nach Formel 1. 
jederzeit der Radius r finden, d. h., jedes beliebige Dreieck 
kann als ein Sehnendreieck angesehen werden. Der so auf dem 
Wege der Rechnung gefundene Satz ist übrigens von dem in 
§ 24 II, a. entwickelten Theoreme nicht wesentlich verschieden. 

f 

II. Es seien AB — a, AC = b und BC = c die Seiten 
eines Tangentendreiecks und g der Radius des eingeschriebenen 
F>g- 107. Kreises. Ziehen wir nach den Be- 

rührungspunkten die Halbmesser DN, 
EN, FN und ausserdem nach den 
Ecken die Geraden AN, BN, CN , 
so sind DN = EN = FN = g 
die Höhen der Dreiecke ANC, ANB 
und BNC. Nennen wir wieder J 
die Fläche des Dreiecks AB C, so ist 
offenbar J gleich der Summe der 
Flächen von den Dreiecken ANB , 
ANC und BNC, d. h. 

J — {ag + ±bg + \cg 
= H« + h + c)g; 

man findet daraus 

„X „ _ 2^ 

' ^ « -f- 6 + c ’ 

wo man wieder für A seinen Werth, ausgedrückt durch a, b 
und c, setzen könnte. Sind a, b und c gegeben, so findet man 
immer hiernach den Werth von g, d. h. jedes Dreieck kann 
als ein Tangentendreieck angesehen werden. (Man vergleiche 
hiermit die Aufgabe IV, 4. im Anhänge zum vorigen Capitel.) 
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Betrachtet man dagegen ABC als Tangentendreieck zu 
einem Kreise, welcher AB selbst in E' und die Verlängerungen 
von AC und BC in D' und F' berührt, so ist die Fläche des 
Dreiecks ABC gleich der Summe der Flächen von AN'C und 
BN'C weniger der Fläche von AN'B, d. k., für D'N = E'N 
= F'N = Qi hat man 

A = + b<>Qi ~ i«?i, 

woraus folgt 

4 ) ßi — 6-+7IT5- 

Für den Halbmesser desjenigen Kreises, welcher b selbst, 
dagegen von a und c die Verlängerungen berührt, ist ähnlich 
-v 24 

5 ) ^ = ^+7=5 

und für den Halbmesser q 3 des Kreises, welcher c selbst und 
von a und b die Verlängerungen berührt, 

24 

6 ) ~ r+b~c‘ 

Aus den Formeln 4., 5., 6. ergiebt sich eine elegante Be- 
ziehung zwischen den vier Halbmessern q , Qi, q 2 , q 3 , nämlich 

7) 

Ebenso leicht findet man noch die schöne Kelation 

8) A = 

die sich ohne Mühe in Worte übersetzen lässt. 


A = A + l + A. 

9 Qi 9* ' 


III. Betrachten wir endlich ein beliebiges Dreieck ABC, 


in so fern es zugleich Sehnen- und Tan- 
gentendreieck ist. Der Mittelpunkt des 
umschriebenen Kreises sei M, der des 
eingeschriebenen N. Ziehen wir AN und 
CN, so halbirt die erste dieser Geraden 
den Winkel A, die zweite den Winkel 
C; verlängern wir CN bis zum Durch- 
schnitte Gr mit dem umgeschriebenen 
Kreise, so muss Are AG — ArcBG sein, 
weil gleichen Peripheriewinkeln (/.ACN^ l 
und Z.BCN) gleiche Bögen entsprechen. 1 
Ziehen wir ferner AG, so ist Z BAG — \ 


Fig. 108. 
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/BCG als Peripheriewinkel über demselben Bogen, ln dem 
Dreiecke ANG ist nun der Aussenwinkel 

Z ANG = /ACN+/ CAN, 

folglich wegen Z ACN = Z BCG = Z BAG und wegen Z CL4AT 
= ZBilf 

Z ANG = /BAG+/BAN = Z GrtiV. 

Das Dreieck rtCrW ist demnach gleichschenklig und zwar 
GA = GN. Ebenso leicht lässt sich zeigen, dass GB = GN 
sein muss, mithin GA, GN, GB als Radien eines aus G mit 
dem Halbmesser GA beschriebenen Kreises angesehen werden 
dürfen. Diese Schlüsse gelten, wie leicht zu sehen ist, auch 
umgekehrt und liefern ein neues Verfahren, um den Halbmesser 
des eingeschriebenen Kreises zu finden, wenn der umschriebene 
Kreis schon construirt ist. Man halbirt nämlich den Bogen 
AB in G, zieht CG und beschreibt mit der Sehne GA als 
Halbmesser aus G einen Kreis, so ist der Durchschnittspunkt 
desselben mit CG der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises 
und das Perpendikel von N auf irgend eine Dreiecksseite der 
Halbmesser. Denn wegen Are GA = Are GB hat man Z ACG 
= /.BCG = / BAG, und wegen GN = GA, /GNA = 
Z GAN d. i. Z ACN + Z CAN = Z BAG + Z BAN, mithin 
Z CAN = / BAN. 




Fig. 109. 

K 


Verlängert man CG bis zum zweiten Durchschnittspunkte 
so ist dieser der Mittelpunkt desjenigen Kreises, welcher 
AB selbst und von AC,BC die Verlänge- 
rungen berührt. Wegen GA — GN' ist 
nämlich Z GN'A = Z GAN'-, ferner hat 
man Z D'AN' = Z D'CN' + Z AN’C 
= /BAG + /GAN' = /BAN', so 
dass also N' der Durchschnitt der Winkel- 
halbirungslinien CN' und AN' ist, wie 
es sein muss. 

Suchen wir endlich noch eine Formel 
für die Entfernung der Mittelpunkte M 
und N oder M und N' zu gewinnen, 
wobei MG = r, NE — q, N'E' = q\ 
MN = e und MN' — e' sein möge. Werden NH und 
N’H' || AB gezogen, so ist 
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d. i. 


MN 2 = MH* + NH*, 


e* = (r — GH)* + GN* — GH* 

= r 2 — 2r.GH + ~GN*. 

Verlängern wir GM bis K und ziehen AK, so ist weiter 
GN 2 = GA 2 = GK.GP = 2r . GP, 

mithin 

e* = r* — 2r. GH + 2 r.GP 
= r * — 2r(GH — GP) 
oder, weil GH — GP = HP — NE = q ist, 

9) e* = r* — 2 rq. 

Ferner hat man in dem rechtwinkligen Dreiecke MH'N' 
MN’ 2 = MH^ + AFlF 2 , 

d. i. 


e' 2 = (r + GH'Y -f GH*— GH' 2 
= r i + 2r.GH'+GN 7 *. 

Weiter ist nun 

GN' 2 = GA* = GK.GP = 2 r.GP, 

mithin 

e'* = r 2 -f 2r . GH' + 2 r.GP 
= r* + 2r{GH' + GP) 

oder, weil GH' -f GP = H'P = N'E' = q' ist, 

10) e' 2 = r 2 -f- 2 rq', 

wobei man für q der Reihe nach die Halbmesser (>j, q t und 
zu setzen hat. 


§ 28. 

Das Sehnenviereck. 

a. Ziehen wir in dem Sehnenviereck AB CD die Diagonale 


BD, so sind die Viereckswinkel A und C 
Peripheriewinkel auf entgegengesetzten Sei- 
ten der Sehne BD-, nach § 23 folgt hieraus, 
dass Z A -f- Z C — 2 R ist. Andererseits 
ist ZH-f-Z.B-1-ZC-fZD = 4 B und 
mithin durch Subtraction des Vorigen 
Z B -j-ZD = 2jR; d. h.: Die Summe 


Fig. HO. 
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je zweier Gegenwinkel eines Sehnenvierecks be- 
trägt zwei Rechte. Man könnte diesen Satz auch so fassen: 
Jeder Innenwinkel eines S ehnenvierecks ist gleich 
dem Aussenwinkel an der Gegenecke. 

Es ist leicht zu sehen, dass sich dieser Satz auch umkehren 
lässt, denn wenn in einem Vierecke (AB CD) LA J \-LC=2R 
ist und man beschreibt durch A, B und D einen Kreis, so 
geht derselbe entweder durch C oder nicht, in welchem letzteren 
Falle er die Gerade CD in einem anderen Punkte C' oder C" 
schneiden müsste. Dann wäre ABC'D oder ABC"D ein Seh- 
nenviereck und L A -\- L C' = 2 B oder Z A -j- Z C" = 2 R. 
Dies verträgt sich aber mit der Voraussetzung L A L C — 2R 
so lange nicht, als C' oder C" von C verschieden ist (weil 
weder L C' = L C noch LC" — LC sein kann), und mithin 
muss der durch A, B und D gezogene Kreis auch durch C 
gehen. — Diese Umkehrung des Satzes liefert ein Kennzeichen, 
wonach man sicher beurtheilen kann, um welche Vierecke sich 
ein Kreis beschreiben lässt (z. B. Rechteck, Quadrat), und um 
welche nicht (z. B. Rhombus). 


Fig. 111. 

D 


1). Ziehen wir in dem Sehnenvierecke AB CD beide Diago- 
nalen AC und BD, so ist Z CAD — Z CBD (als Peripherie- 
winkel) , und wenn man jetzt Z ADE = 
Z BDC macht, so entstehen zwei ähnliche 
Dreiecke AED und B CD. Ferner ist 

Z ABD — Z ECD , und da durch die eben 
erwähnte Construction offenbar Z ADB = 
LEDC geworden ist, auch A ABD 
A ECD. Dies giebt nachstehende Folge- 
rungen: Wegen A AED no A BCD ist 

AE -.AD = BC-.BD , 



oder 


AE.BD = BC.AD. 


Ferner ist wegen A ECD ~ A ABD 


oder 


EC: CD = AB : BD, 
EC.BD = AB. CD. 
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Durch Addition der beiden Gleichungen ergiebt sich 
(AE + EC) BD = AB .CD + BC.AD, 

oder 

AC.BT) = AB.CD + BC.AD. 

Bezeichnen wir die Seiten AB, BC, CD. DA der Reihe 
nach mit a, b, c, d und die Diagonalen AC, BD mit f. g. so 
nimmt die vorige Gleichung die elegantere Form an: 

1) fg — ac + bd. 

d. h.: In jedem Sehnenvierecke ist das Product aus 
den Längenzahlen der Diagonalen gleich der Summe 
der Producte aus den Längenzahlen der Gegenseiten. 
Dies ist der sogenannte Ptolemäische Lehrsatz, von welchem 
der Pythagoreische einen besonderen Fall ausmacht; für ein Recht- 
eck wird nämlich c = a, d — b, g = f und f i — a 2 -f b 2 . 

Versucht man es, das Verfahren, mittelst dessen wir zur 
Gleichung l. gekommen sind, auf ein dem Kreise nicht ein- 
geschriebenes, mit concaven Winkeln ver- 
sehenes Viereck ABCD anzuwenden, wo 
nun aber ADAC nicht = ADBC ist, so 
kann man doch Z DAE = Z DBC und 
Z ADE — Z BDC machen und dann blei- 
ben die oben aufgestellten Proportionen buch- 
stäblich dieselben. Man findet auch wieder 

(AE + EC) BD = AB . CD + BC . AD, 
nur mit dem Unterschiede, dass hier die Punkte A, E und C 
nicht in einer Geraden liegen. Behält man dieselben Buch- 
staben wie oben bei, so ist AE -f- EC nicht gleich f, sondern 
grösser als f, und wenn wir daher statt AE + EC das kleinere 
f setzen, so ist jetzt 

fg öc + bd. 

Hieraus folgt, dass der Ptolemäische Satz eben nur für das 
Sehnenviereck gilt und dass umgekehrt ein Viereck , worin 
fg = ac + bd ist, nothwendig ein Sehnenviereck sein muss. 

c. Vertauscht man auf alle mögliche Weise die Seiten 
eines Sehnenvierecks unter einander, indem man (s. Fig. 113) 
einmal AD' = CD und AD = CD' , das andere Mal BC' = DG 
und BC = DC' macht, so entstehen noch zwei neue Sehnen- 

Schl 6 milch, Geometrie I. 6. Aufl. 9 
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Fig. 113. Vierecke AB CD' und AB C'D*), von denen 
jedes mit dem ursprünglichen Vierecke eine 
Diagonale gemein hat: jenes AC, dieses BD; 
zieht man die zwei übrigen Diagonalen AC 
und BD' , so sind diese einander gleich, weil 
BC == CD' == AD' genommen wurde. 
Wendet man auf jedes der neuen Vierecke 
den Ptolemäischen Satz an, so ergeben sich die Beziehungen 
AC .BD' = AB . CD' -f BC . AD', 

AC .BD = AB .C'D + BC.AD, 

gleichen Linien berücksichtigt werden 



d. i., wenn die 
AC == BD' = h gesetzt wird, 
2 ) 

3 ) 


und 


fh — ad + bc, 
hg = ab -j- cd; 
durch Division beider Gleichungen folgt 

,» f ad + 6c 

' g ah + cd’ 

womit eine Formel für den Quotienten der Diagonalen f und 
g gewonnen ist, während der Ptolemäische Satz eine Formel für 
das Product derselben darstellt. 


*) Dass man in der That durch fernere Seitenvertauschungen keine 
neuen Vierecke weiter erhalten würde, sicht man so. Die möglichen Ver- 
tauschungen wären vollständig: 

c d h 

d b b c d c 

a a a 

c d b 

b d c b c d 

a a a 

Die unter einander stehenden Schemata würden aber zu congruenten Vier- 
ecken führen; wendet man z. B. das nach dem Schema 

d 

b c 

a 

gebildete Viereck um, so wird die linke Seite zur rechten und die rechte 
zur linken; dadurch wird das fragliche Viereck mit dem Vierecke 

d 

c b 

a 

einerlei, so dass also nur drei wirklich verschiedene Vierecke übrig bleiben. 
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Multiplicirt man die Gleichungen 1. und 4., so wird 

™ (ac + bd) (ad -f 6c) 

' ab + cd ’ 

und durch Ausziehung der Quadratwurzel 
- f \/(ac+ bd)(ad + bc) 

5 > i76+7d * 

Durch Division mit Nr. 4. in Nr. 1. erhält man ähnlich 
eine Gleichung für g 2 und daraus 

^/(ac + &<?)(«& + c(i) 


6 ) 


9 


ad + bc 

Substituirt man endlich den Werth von f in Nr. 2. oder 
den von g in Nr. 3., so findet man noch 


7) 


h = 


■ bc) (ab-)- cd) 


ac + bd ’ 

womit nun alle drei möglichen Diagonalen bestimmt sind. 


d. Um die Fläche des Sehnenvierecks aus seinen vier 
Seiten zu berechnen, verlängern wir die Gegenseiten AB und 
CD bis zu ihrem Durchschnittspunkte 
E und betrachten die ähnlichen Dreiecke 
ADE und CBE, wobei BE = x und 
CE = y sein möge. Es ist dann 
AD : AE = CB: CE, 

d. h. 

d : x — a = b:y 
und folglich, wenn man das Product der inneren und äusseren 
Glieder entwickelt, 

bx — ab = dy 

oder 

8) bx — dy — ab. 

Ebenso hat man die Proportion 

AD : DE = CB: BE, 

d. i. 

d : y — c = b:x 

und hieraus 

by — bc = dx 

oder 

9) by — dx = bc. 

9 * 


Fig. 114. 



^ > 

1 
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Durch Addition der Gleichungen 8. und 9. ergiebt sich unter 
der Rücksicht, dass bx -f- by — dx — dy — (b — d) (x -|- y) ist, 

10) x + y = b Jzrd 

und auf ganz ähnliche Weise durch Subtraction 

11 ) x-y = b^. 

Hieraus könnte mau x und y selbst sehr leicht finden, 
doch ist dies für unseren nächsten Zweck nicht nothwendig. 
Berechnen wir die Fläche des Dreiecks BCE aus seinen drei 
Seiten BE — x, CE — y, BC — b, so haben wir 

A BCE = ±[f(x + y + b)(x -f y— b) (pc + b-y)(b-{-y—x), 
und hier ist vermöge der Werthe von x -\- y und x — y 
x + y + b = b“-^ c d + b = ~j(a + c + b — d), 

x + y-b = b~l±^~b = T ± J ( a + c-b + d), 
b + x — y == b + b — -JL^ty + d + a—c), 

h + V-* = h ~ b T^ d = ^(6 + d-a + c). 

Substituiren wir diese Ausdrücke und ordnen die einzelnen 
Factoren, so wird, nachdem die Wurzel, wo es geht, ausgezogen 
ist, 

ABCE—{- ~ \/(t + e -M — a)(a-\-c-\-d — li)(a+6+d — c)(o+6+c— d) 

oder, wenn die Wurzelgrösse zur Abkürzung mit W bezeichnet 
wird, 

12 ) = 

Da sich die Flächen ähnlicher Dreiecke wie die Quadrate 
ähnlich liegender Seiten verhalten, so ist weiter 
A BCE: A DAE = b*:d* 

oder 

A DAE = ~ A BCE, 

und wenn man für die Fläche von BCE den in Nr. 12. ge- 
fundenen Werth setzt, 

A DAE = W. 
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Die Fläche des Vierecks AB CD, welche V heisseu möge, 
ist nun offenbar = A BCE — A DAE, folglich 

v = W 

oder vermöge der Bedeutung von TV 

13) V= i — a+6+c+d)(o— ö+c+d)(o+fr — c+d){a-\-b+c— d). 

Bezeichnen wir ähnlich wie beim Dreieck die Summe der 

Seiten (« -(- & + c -f- <0 mit S , so gewinnt die vorstehende 
Formel die elegante Gestalt 

14) V = l/(£S — a) (i 8 — 5 - e) (* S - d) , 
welche mit der für das Dreieck geltenden Formel viel Aehn- 
lichkeit besitzt. Für d = 0 erhält man die letztere wieder. 

e. Den Halbmesser r des um unser Sehnenviereck be- 
schriebenen Kreises findet man leicht vermittelst der Bemerkung, 
dass derselbe sowohl dem Dreiecke ABC, welches die Seiten 
a, b und f besitzt, als dem Dreiecke CDA, welches aus den 
Seiten c , d und f besteht, umschrieben sein muss. Es gelten 
daher nach § 27, Formel 1. die Gleichungen 
4 . l\ABG .r = abf, 

4 . A CDA . »• = cdf, 
aus deren Addition die Formel 

4 Vr = {ab -|- cd) f = j/(«6 + crf) 2 P 
hervorgeht; vermöge des Werthes* von f* verwandelt sich die- 
selbe in _ 

15) 4 V.r = \J{ab -f- cd) {ac -f- bd) {ad -(- bc). 

Dividirt man beiderseits mit 4 V = TV, wobei TV dieselbe 

Bedeutung hat wie vorhin, so erhält man r selbst, nämlich 

1 ßl r — l/ (« h + ct! ) («c + bd) (ad + bc) 

' ’ ( — a+b-\-c-\-d) (a — 6+c+d) (a-fft— c-|-d)(o+&+c — d)' 

Bemerkenswerth ist die Gleichung 15. noch insofern, als 
Das, was unter dem Wurzelzeichen steht, gerade das Product 
f*g*h* ausmacht, wie man vermöge der Werthe von P, <f und 
ä* leicht erkennen wird; man hat daher 

4 Vr == fgh oder V = , 

d. b. die Fläche des Sehnen Vierecks ist der Quotient aus dem 
Producte seiner drei Diagonalen und aus dem doppelten Durch- 
messer des umschriebenen Kreises. 
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f. Sind von einem Sehnenvierecke die vier Seiten nebst 
der Forderung gegeben, daraus das Vieleck selbst zu construiren, 
so kann man sich der Formeln 10. und 11. zur Lösung dieses 
Problems bedienen. Bestimmt man nämlich zwei Linien a und 
ß mittelst der Proportionen 

b — d :a -f- c = b :a, 
b -f- d:a — c = b: ß, 

so ist 


a 




— x + y> 


O 7 fl C 

ß = b TTd = *-y- 

mithin 

x — BE = S), 

V = CE = }/(a — ß), 

und jetzt kann man das Dreieck BCE aus seinen drei Seiten 
construiren ; schneidet man nachher auf BE die Strecke BA = a, 
auf CF die Strecke CD — c ab und zieht AD, so ist damit 
das gesuchte Viereck vollendet. 


§ 29. 

Allgemeine Eigenschaften der Sehnen- und 
Tangenten Vielecke. 

I. Verbindet man sämmtliche Ecken eines Sehnenvieleckes 
durch Gerade mit dem Mittelpunkte des umschriebenen Kreises, 
so zerfällt das Sehnenvieleck in soviel gleichschenklige Dreiecke, 
als die Eckenanzahl des Vielecks beträgt ; als Beispiel , hierzu 
Fig. 115. diene das Sehnensechseck ABCDEF. Zu- 
gleich wird jeder Winkel des Vielecks in 
zwei andere zerlegt , wie z. B. LA in 
Z OAF = a und Z OAB = «, und von 
den sämmtlichen so entstehenden Winkeln 
siud immer je zwei, als Winkel an der 
Basis eines gleichschenkligen Dreiecks, ein- 
ander gleich, nämlich « = b, ß — c, y — d u. s. w. Schreibt 
man diese Gleichungen in folgender Form: 
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a — b, 

C — ß, 

y — d, 
e — 6, 
e — f, 
a = i p, 

und addirt hierauf unter der Bemerkung, dass 

cl — tx = A , c — |— y = C , € — 1-~ f :=== E , 

b + ß = B, d-\-ä = B, f -\- (f = F 
ist, so erhält man ohne Weiteres die Gleichung 
A + C+ E = B + D + F. 

Es erhellt sehr leicht, dass ganz dieselbe Betrachtungs- 
weise auf jedes Sehnenvieleck anwendbar ist, welches eine 
gerade Anzahl von Seiten besitzt, und dass man folglich den 
Satz aufstellen kann: In jedem Sehnenvielecke von ge- 
rader Seitenzahl ist die Summe des ersten, dritten, 
fünften u. s. w. Winkels gleich der Summe des zwei- 
ten, vierten, sechsten u. s. w. Winkels. 

Für das Viereck gilt, wie wir gesehen haben, dieser Satz 
auch umgekehrt, für ein beliebiges Vieleck von gerader Seiten- 
zahl dagegen nicht. Denn setzt man auf eine Seite des Vielecks, 
etwa BC, ein Trapez BCC'B' so auf, dass die nicht parallelen 
Seiten desselben in die Verlängerungen der Seiten AB und DC 
fallen, so hat das neue Vieleck AB' C' BEF ebensoviel Seiten 
als das ursprüngliche, und da B — B’ und C — C', so ist 
auch A -f- C'-f- E — B'-\-B-\-F-, trotz dieser Eigenschaft 
lässt sich aber um das neue Vieleck kein Kreis beschreiben, 
weil es sonst zwei verschied ene Kreise geben müsste, welche 
durch dieselben drei Punkte, etwa B, E und F, hindurch- 
gingen. 


II. Zieht man in einem Tangentenvielecke Radien nach 
den Berührungspunkten der Seiten und verbindet die Berührungs- 
punkte unter einander, so entsteht ein Sehnenvieleck, das durch 
jene Radien in gleichschenklige Dreiecke zerlegt ist. Es ent- 
steht auf- di,ese Weise aus dem Tangentensechseck ABCBEF 
das Sehnensechseck PQBSTU-, hier ist z. B. POQ eiu gleich- 
schenkliges Dreieck, also Z OPQ = Z OQP, und mithin, wenn 
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man beide Winkel von einem rechten Winkel abzieht, Z BPQ — 
LBQP-, daraus folgt, dass auch das 
Dreieck BPQ gleichschenklig, nämlich 
BP = BQ ist. Dieselbe Betrachtung 
wiederholt sich an jeder Ecke, und wir 
sehen daher, dass je zwei in einer Ecke 
zusammenstossende Abschnitte zweier 
Nachbarseiten einander gleich sind, näm- 
* * lieh AU — AP, BP — BQ, CQ = CR 

u. s. f. Nennen wir diese Abschnitte AP, BP, BQ, CQ, CR, 
DR u. s. w. der Reihe nach a, a, b, ß, c, y u. s. w., so 
haben wir die Gleichungen 

« = b, 

c = ß, 

Y = <h 
e — 6, 
s = f, 
u = <p. 

Addiren wir dieselben unter der Rücksicht, dass 
a -(- « = AB, c -f- y — CD , e -j- e = BF, 
b-\-ß = BC, d -\- 6 — DE, f+<p=FA 
ist, so gelangen wir zu der Gleichung 

AB + CD + EF — BC + DE + FA. 

Es erhellt leicht, dass dieselbe Betrachtungsweise auf jedes 
Tangentenvieleck anwendbar ist, welches eine gerade Anzahl 
von Seiten besitzt, und dass man folglich den Satz aufstellen 
kann: In jedem Tangenten Vielecke von gerader Sei- 
tenzahl ist die Summe der ersten, dritten, fünften 
u. s. w. Seite gleich der Summe der zweiten, vierten, 
sechsten u. s. w. Seite. 

Für das Viereck gilt dieser Satz auch umgekehrt, wie man 
durch eine einfache Betrachtung leicht finden wird, für ein be- 
liebiges Tangentenvieleck von gerader Seitenzahl dagegen nicht. 
Denn verlängert man zwei in einer Ecke zusammenstossende 
Seiten des Vielecks, etwa AB und CB, um gleichviel, nämlich 
BH — BK, über B hinaus, und beschreibt aus A und C mit 
den Halbmessern All und CK ein Paar Bögen, die sich in B' 
schneiden, so hat das neue Vieleck AB'CDEF noch immer 
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die Eigenschaft AB'-\- CD + EF = B'C + DE + FA, ohue 
jedoch ein Tangentenvieleck zu sein, da es nur einen einzigen 
Kreis giebt, welcher drei Seiten des Vielecks, wie z. B. CD, 
DE und EF, berührt. 

§ 30 . 

Die Construction der regelmässigen Vielecke in 
und um den Kreis. 

Unter den unregelmässigen Vielecken ist das Dreieck das 
einzige, in und um welches sich jederzeit ein Kreis beschreiben 
lässt ; ein Vieleck dagegen kann nur unter besondern Umständen 
so beschaffen sein, dass entweder ein Kreis in oder um dasselbe 
möglich ist. Es giebt aber eine ganze Klasse von Vielecken, 
welche zugleich als Sehnen- und als Tangentenvielecke angesehen 
werden können, nämlich die regelmässigen Vielecke. 

Ist AB CD., ein Theil vom Umfange eines regelmässigen 
Vielecks, so lässt sich zunächst ein Kreis beschreiben, welcher 
durch drei auf einander folgende Ecken A, B, C geht und 
dessen Mittelpunkt 0 sein möge; wenn Fig. 117. 

ferner die Halbmesser AO, BO, CO o 

gezogen werden, so sind die Dreiecke A\X — 

AOB und BOC congruent, woraus / ; \ vti 

Z.OAB = /OBA = Z.OBC = 

LOCB — {/.ABC folgt. Anderer- 

seits ist wegen der vorausgesetzten Regelmässigkeit des Vielecks 
/ABC == /BCD, mithin Z OCB = {/ BCD , folglich auch 
Z OCD = { / BCD. Aus Z OCB = / OCD , aus 0C= OD 
und BC = CD zusammen ergiebt sich aber die Congruenz 
der Dreiecke BOC und COD und daraus OD = OC-, der 
durch drei Ecken A, B, C beschriebene Kreis geht also auch 
durch die vierte Ecke D, folglich, weil er durch B, C, D geht, 
auch durch E u. s. w., d. h. er geht durch sämmtliche Ecken 
des Vielecks. 

Das eben Bewiesene giebt zu erkennen, dass die Seiten 
unseres Vielecks als Sehnen, und zwar, weil sie gleich sind, 
als gleiche Sehnen eines Kreises angesehen werden dürfen. Aus 
diesem Grunde haben sie von dem Mittelpunkte 0 gleiche Ent- 
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fernung und die Senkrechten OA', OB', OC u. & w. sind 
mithin einander gleich. Man kann daher aus 0 einen Kreis 
beschreiben, welcher durch die Punkte A', B\ C’ u. s. w. 
geht und die Vielecksseiten in diesen Punkten berührt. — Fassen 
wir das Bisherige zusammen, so haben wir den Satz: Jedes 
regelmässige Vieleck ist zugleich Sehnen- und Tan- 
gentenvieleck. 

Die Winkel AOB, BOC, COD u. s. w. und ebenso die 
Winkel A’OB', B'OC' u. s. w. sind, wie mau ohne Mühe er- 
kennen wird, einander gleich und man kann daher einen solchen 
Winkel den Centriwinkel des regelmässigen Vielecks nennen. Hat 

dasselbe n Seiten , so ist jener Winkel = — B oder = 

und hiernach lässt sich der Centriwinkel im Voraus durch 
Rechnung bestimmen. Kennt mau aber den Centriwinkel eines 
regulären Vielecks, so ist es sehr leicht, ein solches in oder 
um einen gegebenen Kreis zu beschreiben. Man trägt nämlich 
den Centriwinkel soviel mal, als das Vieleck Seiten hat, an den 
Mittelpunkt des gegebenen Kreises an und verbindet darauf die 
Punkte A, B, C . . , in welchen die Schenkel den Umfang 
schneiden, durch gerade Linien, wenn man ein Sehnenvieleck 
haben will, dagegen legt man an diesen Punkten Tangenten an 
den Kreis, wenn ein umschriebenes Vieleck entstehen soll. — 
Es giebt übrigens einige Fälle, in welchen der Centriwinkel sich 
nicht nur berechnen, sondern auch geometrisch coustruiren lässt, 
und diese Fälle wollen wir noch besonders betrachten. 

Das regelmässige Sehnen- und Tangentendreieck. 
Für n = 3 finden wir — = 120° als Centriwinkel des regel- 
mässigen Dreiecks; da dieser Winkel das Doppelte von 60°, 
d. h. von einem Winkel im gleichseitigen Dreiecke ausmacht, 
so erhält man den gesuchten Centriwinkel, 
wenn man ein gleichseitiges Dreieck con- 
struirt, dessen eine Spitze in den Mittelpunkt 
des gegebenen Kreises fällt, und darauf den 
am Centrum liegenden Dreieckswinkel ver- 
doppelt. Am bequemsten ist es, gleich den 
Kreishalbmesser selbst zur Seite jenes gleich- 


Fig. 118. 

A 
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seitigen Dreiecks, also AB = AO zu nehmen, wodurch Z AOJB 
= 60° wird. Nimmt man darauf weiter BC = AB, so ist 
AAOC — 2 Z AOB — 120°, mithin AOC der gesuchte Centri- 
wiukel und AG eine Seite des- fraglichen Dreiecks, welches nun 
leicht vollendet werden kann, indem man CE — AC macht, 
wodurch von selbst AE = AC wird. 

Nimmt man AO = AB = BC = CD = DE = EF, 
so ist jeder der Winkel AOB, BOG, COT), DOE, EOF gleich 
60°, mithin LFOA = 360° — 5.60° = 60° und folglich 
ABCDEF das regelmässige Sechseck im Kreise. 

Denkt man sich die Winkel AOB, BOC u. s. w. durch 
Halbmesser halbirt und die Endpunkte dieser Halbmesser durch 
Sehnen verbunden, so entsteht ein regelmässiges Vieleck, dessen 
Centn winkel = 30° ist; man erhält so das regelmässige Zwölf- 
eck. Zugleich erhellt, dass mau durch weitere Halbirung der 
Centriwinkel fernere regelmässige Vielecke construiren kann, 
welche der Reihe nach 24, 48, 96 u. s. w. Ecken besitzen. 


Das regelmässige Viereck im Kreise. Der Fall, 
wo n = 4, ist einer der einfachsten, die es geben kann, denn 

360 0 

es wird in diesem Falle der Centriwinkel = -7— = 90° und 

4 


also braucht mau, um ihn darzustellen, nur einen Durchmesser 
AC zu ziehen und in dem Mittelpunkte 
desselben eine Senkrechte BOB zu er- 
richten; ABCD ist daun das gesuchte 
regelmässige Sehnenviereck. 

Auch hier kann man, wie vorhin, 
durch fortgesetzte Halbirung des Centri- 
winkels zu neuen regelmässigen Vielecken 
gelangen, welche der Reihe nach 8, 16, 

32, 64 . . . Ecken besitzen. So ist z. B. AEBFCGDH das 
regelmässige Achteck im Kreise. 



Das regelmässige Sehnenfünfeck. Für n = 5 er- 

360 0 

hält der Centriwinkel den Werth ' = 72° und dieser Wiu- 

5 

kel besitzt eine Eigeuthümlichkeit, welche seine Coustructiou 
sehr leicht macht. Denken wir uns nämlich ein gleicbschenk- 
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Fig. 120. 

D 


liges Dreieck AOD construirt, worin der Winkel AOT) gleich 
dem Centriwinkel 72° ist, so beträgt der Winkel an der Spitze 
dieses Dreiecks 180° — 2. 72°= 36°, 
d. h. gerade die Hälfte des Winkels an 
der Basis. Liesse sich nun aus diesem 
Verhältnisse der W T inkel unseres Dreiecks 
das Verhältniss seiner Seiten ahleiten, so 
würde man AD = OD finden können, 
sobald der Halbmesser AO — r gegeben 
ist, und die Construction des Dreiecks 
AOD führte dann unmittelbar zu der des 
regulären Fünfecks. 

Halbmesser 00 nach dem Punkte C, in 
welchem AD den Kreis schneidet, so ist AOC ein gleichschenk- 
liges Dreieck, und weil Z OAC der vorigen Construction zufolge 
= /.AOD war, auch / AOC = / ADO = 36° = \ / AOD\ 
weiter folgt hieraus Z COD = J Z AOD = / CDO und also 
CD — CO = AO = r. Nennen wir x die Linie AD, so 
haben wir wegen A ADO A AOC 

AD-.AO = AO: AC, 

d. h., weil AC — AD — CD = AD — AO — x — r ist. 



x : r — r : x — r, 

und daraus folgt für x die quadratische Gleichung 
x 2 — rx = r 2 . 

Durch Auflösung derselben findet sich 
x = + l/r 2 +'(-! rf, 

und dieser Ausdruck ist sehr leicht zu construiren, indem man 
die Gerade OE = \A0 — r senkrecht auf AO stellt, die 
Hypotenuse AE zieht und sie sp weit verlängert, dass EF = 
EO = | /• wird; AF ist dann die gesuchte Linie x — AD 
= OD. Construirt man jetzt das gleichschenklige Dreieck AOD, 
so ist Z AOD der gesuchte Centriwinkel und AB würde dem- 
nach die Seite des regelmässigen Fünfecks sein. 

Da / AOC = | Z AOB ist, so folgt hieraus noch, dass 
/AOC der Centriwinkel des regelmässigen Zehnecks, mit- 
hin AC die Seite desselben sein muss. Man erhält also durch 
die vorige Construction die Seiten des Fünfecks und Zehnecks 
gleichzeitig. 
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Haibirt man den Centriwinkel des Zehnecks, so erhält man 
den Centriwinkel des Zwanzigecks; nochmalige Halbirung giebt 
den Centriwinkel des Vierzigecks u. s. w. 


Aus der Bemerkung, dass ~ — io ~ Tb ^ noc ^’ 

dass man das reguläre Fünfzehneck beschreiben kann, indem 
man den Centriwinkel des .Zehnecks vom Centriwinkel des Sechs- 
ecks subtrahirt; die successive Halbirung dieses Centriwinkels 

-jy = 24° führt dann weiter zur Construction des regel- 
mässigen Dreissigecks, Sechzigecks u. s. f. 

Die hier entwickelten Constructionen regelmässiger Vielecke 
sind die einzigen, welche sich mit den Hilfsmitteln, die wir 
bisher kennen gelernt haben, ausführen lassen; will man da- 
gegen keine vollkommen genauen Constructionen , sondern blos 
solche, bei denen ein so kleiner Fehler statt findet, dass er für 
praktische Zeichnungen unbemerkbar ist, so bediene man sich 
des nachstehenden Verfahrens, dessen grosse Annäherung an die 
Wahrheit in dem folgenden Buche nachgewiesen werden soll. 


Es sei AB der Durchmesser 
CD ein darauf senkrecht ge- 
stellter Halbmesser. Um in 
diesen Kreis ein regelmässiges 
w-Eck zu beschreiben, theile man 
den Durchmesser AD in n gleiche 
Theile (in der Figur ist n — 7 
genommen) , verlängere sowohl 
den Durchmesser als den Halb- 


des gegebenen Kreises und 
Fig. 121. 



messer um 


einen solchen Theil AE — DF = — AB und 

n 


ziehe die Gerade EF, welche den Kreis zum ersten Male in 
G schneidet. Dann ist die Gerade zwischen G und dem dritten 
Theilungspunkte H sehr nahe gleich der Seite des regelmässigen 
M-Ecks. Für n — 3 und n — 4 giebt die Construction etwas 
Unmögliches, für n = 5 etwas wegen seiner Ungenauigkeit 
nicht Brauchbares, für n 5 dagegen empfiehlt sich die Con- 
struction durch ihren hohen Grad von Genauigkeit. 
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§ 31 . 


Die Berechnung der regelmässigen Sehnen- und 
Tangentenvielecke. 


Wenn der Halbmesser r eines Kreises, in oder um welchen 
ein regelmässiges Vieleck beschrieben werden soll, und die Sei- 
tenzahl » des letzteren gegeben sind, so müssen sich daraus 
alle Bestandtheile des fraglichen Vielecks berechnen lassen, weil 
die Aufgabe eine völlig bestimmte ist. Von diesen Bestand- 
theilen des Vielecks betrachten wir nun folgende: 

die Seite des regelmässigen Sehnen Vielecks: s n , 

„ „ „ „ Tangen ten vielecks : t D , 

den Umfang des regelmässigen Sehnenvielecks: e„, 

„ „ „ „ Tangentenvielecks: w n , 

die Fläche des regelmässigen Sehnenvielecks: £„, 

„ „ „ „ Tangentenvielecks: U n , 

wobei durch den anhangenden Buchstaben n deutlich bezeichnet 
ist, dass das in Hede stehende Vieleck n Seiten besitzt. Es 
sind nun für die Berechnung dieser Grössen zwei Bemerkungen 
von Gewicht, einmal, dass man aus s B die übrigen Grössen t a , 
e B u. s. w. und zweitens aus diesen wieder die Grössen s 2n , t 2n , 
Gin , M*n, E iu , U in ableiten kann, welche für das 2»-Eck 
Dasselbe bedeuten, wie s n , t n u. s. w. für das »-Eck. Mit 
dieser doppelten Ableitung beschäftigen wir uns zunächst. 

Hier möge AB die Sehne des regelmässigen Sehnenvielecks 
von » Seiten, also AB = $„'• sein ; legen wir durch A und B 
Fig. 122 . Tangenten an den Kreis, welche 

o sich in U schneiden, so ist AH 

■f- - - L I 

//!\\ T—rtf die Hälfte von der Seite des um- 
schriebenen »-Ecks oier AH — -{ t* 
und 2 AH — GH = ^ ; halbiren 
wir ferner den Winkel AOB durch 
die Gerade OC, ziehen AG, BG 
und durch C die Tangente IK, so 
ist weiter AG — s in und IK — t 2a . Zuvörderst haben wir 
nun vermöge der Aehnlichkeit der Dreiecke ODA und OAI1 
OD : DA = OA : AH, 
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d. i. 

^/r s — (!«„)»: * s n = r:{k, 

und finden hieraus ohne Mühe 

rs n 


i) 


k 


s/i* — (is „) 2 

Da ferner der Umfang c„ aus n Seiten besteht, von denen 
jede = s„ ist, so erhalten wir 

2) e n = ns„ 
und aus ganz demselben Grande 

3) == nt n = 


v/r 


Um weiter i?„ zu erhalten, brauchen wir nur zu berück- 
sichtigen, dass die Fläche de3 Dreiecks AOB offenbar = — E n 

sein muss und andererseits A AOB = £ AB . BO ist, woraus 
zusammen die Gleichung 

folgt, die unmittelbar zur Kenntniss von E a führt, nämlich 

4) E, = i ns a vA*-(!Sn) 8 *= * 

c a 

Die Fläche U n endlich findet sich aus der Bemerkung, 
dass die Fläche des Dreiecks GOH = — Ü7 n und ausserdem 

fl 

= \GH.AO ist; dies giebt nämlich die Gleichung 

U n — £ kr 

‘oder, wenn man mit n multiplicirt und für k seinen Werth setzt, 

5) 


II. Um jetzt die zweite Aufgabe zu lösen, berücksichtigen 
wir zunächst die Aehnlichkeit der Dreiecke BDH und KCH\ 
diese giebt 

BB : BH = KC-.KH, 

d. h. 

£Sn : = ^kn'ik £^2n i 

diese Proportion führt unmittelbar zu der Gleichung 
k kn Sn t a Sn kn 
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und daraus findet man sehr leicht 


6 ) 


i * u 

— ; . i" 


"H 

Da sich ferner im Punkte B die Sehne BA und die Tan- 
gente BH schneiden, so ist der Winkel ABU gleich dem 
Peripheriewinkel über dem Bogen AB oder gleich dem Centri- 
winkel über dem halben Bogen BC, also LABH = LBOC; 
aus demselben Grande ist LCBH — LBOK und, da Z BOK 


Fig. 122. 



= | LBOC , auch LCBH = 
l Z ABU, woraus hervorgeht, dass 
die Gerade BC den Winkel DBK 
halbirt. Nennen wir L den Durch- 
schnitt der aufeinander senkrechten 
Geraden BC und OK, so folgt 
jetzt A CBD A KBL und dar- 
aus 

BI) : BC — BL : BK, ^ 


d. h. 


$ a • S 2a 2 i fgn« 

Dies giebt durch Multiplication der inneren sowohl als der 
äusseren Glieder und durch nachherige Wurzelausziehung 

7) Sä n — 2 Sn . 

und wenn man für t la seinen Werth aus Nr. 6. setzt, so 
man zur Berechnung von s ta und t* a die beiden Formeln: 

Sn \Z t u j 8„ t n 


hat 


8 ) 


S 2 „ = : 


^2n 


V 2 (S n + <„) ' " S n + ( n 

Für die Praxis wird es jedoch bequemer sein, erst t in 
mittelst der Formel 6. und dann s in nach Nr. 7. zu berechnen. 
Aus den Formeln 2. und 3. folgt unmittelbar 


, - ± e 

” — n B1 


und ganz entsprechend 


^2n 


2w 




i 

n 


tia — 2« Uia ' 


Die Substitution dieser Werthe in die Gleichungen 6. und 


7. führt sogleich zu den Formeln: 


9 ) 






e n + «»’ 




\j i 
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oder, wenn man e iB zuerst berechnen wollte, 
10 ) 


• / 2« n 2e„Un 

«*- = Z4nZ- 


«n+»a 

Um endlich die entsprechenden Formeln für die Flächen 
E a , U D , Ein und Um zu erhalten, bemerken wir, dass das 
Dreieck AOC einerseits = J OG . AD = \ r . \ s„ , andererseits 
aber = ist, woraus folgt 


i rs * = A'-B*» 


oder 
d. h. 


ns„ — 


2w 

2-g fl 

r 

2g», 

r 


Ferner ist A G02/ einerseits = { AO .GH — %rt a und 

andererseits = £T n , was zusammen die Gleichungen giebt: 

l 

n 


i ri * — ~ U n 


oder 
d. h. 


nt B = 


Mb 


2Pu 

r 


Substituiren wir diese Werthe von e B und m 0 in die zweite 
der unter Nr. 9. aufgeführten Gleichungen, so wird 
Em — ^ Em Ui n 

oder, wenn wir n au die Stelle von 2» treten lassen, 

11 ) Em — \/EnÜn. 

Ebenso leicht ergiebt sich aus der ersten Formel in Nr. 9. 

121 77„ — 2-E i p U n 

12) Ut0 - E m + US 

der man noch durch Multiplication des Zählers und Nenners 
mit E b die folgenden Gestalten geben kann: 

tt 2E n E m U a 2 E a E m U a 

3 “ ~ E a E tn + E a ~U n 
d. i. nach Hebung mit E in 


E„E m + (E t „f 


13) 


U tl 


2 E d U u 


E a + E m ' 

wobei die letzte Form in so fern bequemer ist, als das Product 
En U n schon in Nr. 11. benutzt war. 

Schl&milch, Geometrie I. &. Autt. 10 
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III. Nach den Vorbereitungen, die wir so eben beendigt 
haben, hat die vollständige Berechnung derjenigen regelmässigen 
Vielecke, welche sich überhaupt construiren 
lassen, keine Schwierigkeit mehr, wie die 
folgenden einzelnen Fälle zeigen werden. 

Die Seite des regelmässigen Sechsecks 
im Kreise ist unmittelbar bekannt, nämlich 
s 6 — r; daraus findet sich aber sogleich die 
Seite des regelmässigen Dreiecks, wenn man 
berücksichtigt, dass 

AN* = AB* — BN*, 

d. h. 

(*s 8 ) ! = *■* — (\ r Y — f r * 

ist; dies giebt zunächst s s und dann t 3 , e 3 , w s u. s. w., nämlich 
s 3 = r ^3, t 3 = 2r ^3, 

e 3 = 3 r y/3, u 3 = 6r ^3, 

Ez = f» -2 l/3, Ui — 3r ! |/3. 

Ebenso leicht findet man aus s e — r 

Se — r, t 6 = \r ^ 3 , 

e 6 = 6 r, m c = 4 r ^ 3 , 

E 6 — | r* |/3 , U s = 2 r 2 


Fig. 123. 

A 



Für das regelmässige Sehnenviereck ist 
AB* — AO* + BO* = 2ÄO*, 

d. i. 

(««)* = 2 r*, 
und hieraus findet man 

s t = r\j2 , U = 2r, 
e 4 = ir[/2, Ui — 8 r, 

Ei = 2 r 1 , Ui — 4 r 1 ; 

die Formeln 6., 7., 8. u. s. w. geben dann 

s« = r\j2 — v/2, k = 2r(^2— l), 
e 8 = 8r \J2 — ^2, «s = 1 6r {^2 — l), 

E* = 2r ! ^/2 , f/ 6 = 8r* (^2 — l). 


Fig. 124. 

A 
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Sehr leicht ist ferner die Seite des 
regelmässigen Sehnenfünfecks zu finden, 
wenn man von der Seite des Sehnen- 
zehnecks ausgeht. Es ist nämlich dem 
'vorigen Paragraphen zufolge AC die 
Seite des regelmässigen Zehnecks, mithin 
= AD — CD = x — r nach der dorti- 
gen Bezeichnung, und vermöge des Werthes 
von x 

AC = Sjo = Vr* + (krY-{r = 

Hieraus ergiebt sich s s sogleich, wenn man berücksichtigt, 
dass in voriger Figur, wo AB' = AB und AC" = AC, C'O 
bis ^verlängert und B'P gezogen ist, die Gleichung 
C'P.B'N = B’C’.B’P 


statt findet, welche nach unserer Bezeichnung in 



2r. £s s = s 10 

■1/4 

r s - 

- (810Y 


übergebt^ 

vermöge des Werthes 

von 

$10 

findet sich 

hieraus 

$5 

= ir ^10 — 2^5, 

^5 

= 

br ^5 — 

2 v/ö, 

e. 5 

= Ir j/lO — 2 v/5, 

«5 

= 

10 r i/5 — 

2 \/5 , 

Es 

= |f*vOÖ+9Vf, 

u. 

= 

5r*i/5 — 

2 v/5'. 

Ganz 

ähnlich erhält man 





Sjo 

= ir (V/5 — l). 

1 10 

= 

2, V‘- 

■ 2 v/5 
5 ~ » 

Cjo 

= 5r (i/5 — l), 

«10 

= 

20, V 5 “ 

-2 v/5 
5 * 

E 10 

= Jr*i/lO — 2 v/5, 

f/io 

= 

10r*V 5 = 

-2y/5 

5 


Bemerkenswerth ist hier noch eine Beziehung zwischen 
s t , $ 10 und r; man hat nämlich 

(%) 2 - («io) 2 = 1 r s [(lO — 2 y/ö) — (ö — 2 l/ö -f- 1)] = **, 
was sich leicht in Worte fassen lässt. Hieraus wird man leicht 
eine andere Construction für das Fünfeck und Zehneck ableiten, 
indem man 

S10 = + (Lr) s — \ r 

zuerst darstellt und mittelst der vorigen Beziehung s ä daraus 
bestimmt. 

10 * 
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Rectification und Quadratur des Kreises. 


§ 32 . 

Die Rectification des Kreises. 

Da der Halbmesser eines Kreises zur Bestimmung des 
letzteren hinreicht, so folgt von selbst, dass auch der Kreis- 
umfang seiner Grösse oder Länge nach vollkommen bestimmt 
sein muss, sobald der Radius gegeben ist; es müssen demnach 
die Längen des Halbmessers und des Umfanges in einem ge- 
wissen Verhältnisse zu einander stehen, dessen Ausmittelung 
die Rectification des Kreises genannt zu werden pflegt. Ob- 
gleich nun bei dieser Untersuchung die Schwierigkeit statt 
findet, dass hier ungleichartige Grössen, nämlich eine gerade 
und eine krumme Linie, mit einander verglichen werden sollen, 
so bemerkt man doch leicht ein Mittel zur Lösung der Aufgabe. 
Beschreibt man nämlich in und um den Kreis regelmässige 
Vielecke von immer grösseren Seitenzahlen, so schmiegen sich 
jene Vielecke offenbar um so genauer dem Kreise an, je grösser 
die Seitenzahlen sind, und daher müssen die Umfange zweier 
regulären Vielecke von grossen Seitenzahlen dem Kreisumfange 
ziemlich nahe kommen. Wir wollen nun zuerst untersuchen, 
in wie fern diese, vorläufig blos nach dem Augenscheine ge- 
machte Bemerkung richtig ist, und wenden uns zu diesem 
Zwecke an die Formeln: 

1) u in = ~~~ U nd e s „ = \/e n u in . 

«n + “» 

Zunächst ist leicht zu sehen, dass die Seite des regel- 
mässigen Tangentenvielecks von n Seiten grösser als die Seite 
des zugehörigen Sehnenvielecks oder t a > s„ sein muss ; denn 
setzen wir in der Fonnel 

, r« n 

nA 1 — ($ »nF 
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für die Wurzel rechter Hand, die Grösse r, was oßenbar mehr 
als der ursprüngliche Nenner ist, so haben wir 

- > — n , d. h. tn>S B . 

r 

Hieraus folgt weiter nt v > ns D , d. i. u n > e„ , dass also 
auch der Umfang des umschriebenen regelmässigen w-Ecks 
grösser als der Umfang des eingeschriebenen «-Ecks ist. Setzen 
wir nun im Nenner der ernten Formel in Nr. 1. für e u das zu 
grosse w„, so folgt 

2 C B M n 2 € n «0 

e„ + « n »n + “n 

oder 

2) Mjn e n , 

und wenn wir in derselben Formel im Nenner an die Stelle 
von « n das zu kleine e„ setzen, 

2e„tt„ ^ 2 e u u„ 


d. i. 


e u + «„ ^ e„ + e u 


3) « 2 o < m„ oder w„ >• u 2u . 

Benutzen wir ferner die Ungleichung 2. für die zweite 
Formel in Nr. 1., so ist 

j/ e,i Wju j/ßn c n , 

d. h. 

4) e* n > e„ oder c„ < e tu . 

Mehrmals nach einander angewendet führen die Unglei- 
chungen 3. und 4. zu den Beziehungen 

M U > «s„ > Ihn > Mgn .... 
ßu C41) Cg u ■ . • , 

d. h.: Wenn man die Seitenzahlen der regelmässigen 
Tangenten- und Sehnenvielecke fortwährend ver- 
doppelt, so nehmen die Umfänge der ersten immer 
ab und die der zweiten immer zu. 

Wie gross nun auch die Seitenzahl eines Tangentenvielecks 
sein möge, so liegt dessen Umfang doch jederzeit ausserhalb des 
Kreises und kann folglich nicht auf einen blossen Punkt zu- 
sammenschrumpfen ; die Abnahme des Umfanges kann daher 
auch nicht in’s Unbegränzte fortgehen, wie z. B. die Abnahme 
der Brüche £ , j , { , f ' 8 u. s. w. Ebensowenig ist es möglich, 
dass die Zunahme der Umfänge der Sehnenvielecke ins Unend- 
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liehe hinausgehe, wie z. B. bei den Zahlen 2, 4, 8, 16 u. s. w., 
weil der Umfang jedes Sehnenvielecks offenbar kleiner als der 
Kreisumfang sein muss, welcher letztere, so unbekannt er auch 
ist, doch jedenfalls nur eine endliche bestimmte Grösse haben 
kann. Aus beiden Bemerkungen zusammen folgt die wichtige 
Wahrheit: Die Umfänge der Tangentenvielecke nähern 
sich durch Abnahme einer bestimmten Gränze und 
ebenso nähern sich die Umfänge der Sehnenvielecke 
durchZunahme einer gleichfalls bestimmten Gränze. 

Nennen wir p den Gränzwerth, welchem sich w n bei fort- 
während wachsendem n nähert, und ebenso q den Gränzwerth 
von e„, so wäre jetzt weiter zu untersuchen, ob p und q von 
einander verschieden sind oder nicht. Nun ist aber nach der 
Formel 3. des vorigen Paragraphen 

J*n _ f 

e “ vV — G s n )* ’ 

und daran knüpft sich folgende Bemerkung. Wenn der Kreis- 
umfang in n gleiche Theile getheilt wird, so kann ein solcher 
Theil so klein, als man nur will, gemacht werden, wenn man 
nur die Anzahl n jener Theile hinreichend gross nimmt; das- 
selbe gilt um so mehr von der Sehne eines solchen Bogens, 
weil dieselbe kleiner als der Bogen ist; für unendlich wachsende 
n sinkt also s„ und noch mehr |s„ unter jede angebbare Klein- 
heit herab und nähert sich der Gränze Null. Daraus folgt un- 
mittelbar, dass | /»•* — (\ «„)* der Gräuze \/r* = r so nahe, als 
es beliebt, gebracht werden kann, und wenn mau nun zu den 
Gränzen selbst übergeht, so verwandelt sich die vorige Glei- 
chung in 



woraus q = p folgt; in Worten heisst dies: Die Umfänge 
der Tangenten- und der Sehnenvielecke nähern sich, 
jene durch Abnahme, diese durch Zunahme, einer 
gemeinschaftlichen Gränze. 

Welche nun diese Gränze p sei, erhellt auf der Stelle, 
wenn man sich erinnert, dass der Umfang des Tangentenvielecks 
immer ausserhalb des Kreises und der Umfang des Sehnenviel- 
ecks immer innerhall) des Kreises, oder umgekehrt der Kreis- 
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umfang zwischen jenen Umfängen liegt. Die gemeinschaft- 
liche Gränze nämlich, welcher beide Umfänge zueilen, kanu nur 
der Umfang des Kreises sein, denn sonst müsste der unmög- 
liche Fall eintreten, dass von irgend einer Stelle an der Kreis- 
umfang nicjit mehr zwischen jenen Umfängen enthalten wäre. 
Hiermit sind wir zu der wissenschaftlichen Ueberzeugung von 
der Richtigkeit des anfangs ausgesprochenen Gedankens gelangt 
und es bedarf jetzt nur noch der wirklichen Berechnung zweier 
regelmässigen Vierecke von grosser Seitenzahl. Geht man vom 
Sechseck aus und berechnet der Reihe nach e 6 , « 6 , e^, «u,, 
e 24 , u n u. s. w. , so gelangt man zu folgenden Zahlen: 


n 

6 " 


6 

2r . 3 

2r. 3,4641016 

12 

■2r . 3,1058285 

2r. 3,2153903 

24 

2r. 3,1326286 

2»-. 3,1596599 

48 

2r. 3,1393502 

•2r . 3,1460862 

96 

■2r . 3,1410319 

2r. 3,1427146 

192 

2 r . 3,1414524 

2r. 3,1418730 

384 

2r. 3,1415576 

2r. 3,1416627 

768 

2r . 3,1415838 

2r. 3,1416101 

1536 

2r. 3,1415904 

2r. 3,1415970 

3072 

2 r. 3,1415921 

2r. 3,1415937 

6144 

2r. 3,1415925 

2r. 3,1415929 

12288 

2r . 3,1415926 
U. s. w. 

2r. 3,1415927 


Da der Kreisumfang p zwischen je zwei in einer Zeile 
neben einander stehenden Zahlen enthalten sein muss, so lassen 
sich so genaue Gräuzen für denselben angeben, als mau es nur 
wünscht; so ist z. B. 

jp>2r. 3,1415926, 

2>< 2r. 3,1415927, 

oder, wenn wir das Verhältniss mit rt bezeichnen, auf sechs 
Decimalen genau 

5) p = 2r . n, n = 3,1415926 . . . 
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Die Zahl n, welche hier vorkommt und das Verhältniss 
zwischen dem Umfange und Durchmesser eines Kreises ausdrückt, 
pflegt man nach einem ihrer ersten Berechner die Ludolph’sehe 
Zahl zu nennen; genauer ist dieselbe: 

6) n = 3,14159 26535 89793 23846 . . . , 

was jedoch nur wissenschaftlichen Werth hat, da man für prak- 
tische Anwendungen mit einer geringeren Zahl Decimalen oder 
355 

mit dem Verhältnisse n3 , welches in sechs Stellen mit dem 

Obigen übereinstimmt, vollkommen ausreicht. 

Will man umgekehrt aus dem Umfange eines Kreises seinen 
Durchmesser oder Halbmesser berechnen, so hat man als leichte 
Folge von Nr. 5. 



und dabei ist 

— = 0,31830 98861 83790 67153 . . . 

71 


Setzt man in der Formel r — an die Stelle von » die 

2 71 r 


Gradezahl von 360° der Peripherie, so erhält man auch r in 
Graden ausgedrückt, d. h. man bekommt statt r einen Bogen, 
welcher mit dem Halbmesser gleiche Länge besitzt; braucht man 
den Buchstaben p zur Bezeichnung dieses Bogens; so ist 


Q 


360° 180° 

2 n Ti 


57° 17' 44", 8 . 


§ 33. 

Die Rectification beliebiger Bögen. 

Da zwei Bögen eines und desselben Kreises gleichartige 
Grössen sind, so lässt sich das Verhältniss derselben mittelst 
des Verfahrens auffinden, welches wir in § 14 zur Bestimmung 
des Verhältnisses zweier Geraden benutzt haben, und in der 
That würde man alles dort Gesagte hier wörtlich und nur mit 
dem Unterschiede wiederholen können, dass man an die Stelle 
von „Gerade“ das Wort „Kreisbogen“ treten liesse. Weil 
ferner zu gleichen Bögen auch gleiche Centriwinkel gehören, 
so lassen sich die Centriwinkel auf ganz dieselbe Weise be- 
handeln und ebenso oft von einander wegnehmen als die ent- 
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sprechenden Bögen; das Ergebniss muss daher bei dieser Ver- 
gleichung nothwendig dasselbe wie bei der vorigen sein, und 
wir haben deshalb den Satz: Zwei Bögen eines und des- 
selben Kreises verhalten sich wie die zugehörigen 
Centriwinkel. 

Nennen wir also b und ß zwei Bögen eines Kreises und 
c, y die entsprechenden Centriwinkel, so ist 

c: y — b : ß, 

und daraus geht hervor, dass man die Länge jedes beliebigen 
zu y gehörigen Bogens ß finden kann, sobald die Länge b eines 
bestimmten zu c gehörenden Bogens bekannt ist. Nach dem 
Vorigen kennen wir aber die Länge b für den Fall c — 360°, 
denn in diesem Falle ist b — ‘2m-, mithin haben wir, wenn 
Y in Graden ausgedrückt wird, 

360° : y° = 2 rn\ y, 
und wenn wir hieraus ß bestimmen, 


ß = 


v? 

180 


r. 


Die häufig vorkommende Rechnung nach dieser Formel 
wird am bequemsten ausgeführt, wenn man ein- für allemal 
die Länge der Bögen von einem Grade, einer Minute und einer 

1 ° 

Secunde bestimmt, indem man für y der Reihe nach 1°, 1' = 


und 1 " = 


1 ° 

3600 


60 


setzt; man erhält so 


ArcX“ = = r . 0,01745 32925 . . . , 

Ayc 1 ^ 

Are 1' = — - == r . 0,00029 08882 . . . , 
Are 1"= = r . 0,00000 48481 


Hieraus setzt man leicht die Länge jedes Bogens zusammen, 
der in Graden, Minuten und Secunden gegeben ist. 

Behalten wir wie im vorigen Paragraphen die Bezeichnung 

180 ° 

= q bei, so gestaltet sich die Formel 1. wie folgt : 


2 ) 


ß = 



wo es am bequemsten ist, q in Secunden auszudrücken, nämlich 
t* = 206246", 8 ; verwandelt man auch den Centriwinkel y in 
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Seeunden und dividirt darauf mit 206246,8, so erhält man 
auf diese Weise gleichfalls die Länge des Bogens Arcy, was in 
manchen Fällen bequemer sein kann als das vorige Verfahren. 

§ 34. 

Die Quadratur des Kreises und beliebiger 
Ausschnitte desselben. 

Sowie sich die Umfänge der regelmässigen Sehnen- uud 
Tangentenvielecke dem Kreisumfange desto enger anschmiegen, 
je grösser die Seitenzahl ist, so kommen auch die Flächen der 
genannten Vielecke der Kreisfläche immer näher. Zunächst er- 
hellt nämlich sehr leicht, dass U iu <C U„ und E in > E n sein 
muss, weil die mit Ui „ bezeiehnete Fläche ganz innerhalb der 
Flächen U a und ebenso E n völlig innerhalb der Fläche E in 
liegt; es finden daher auch hier die Beziehungen 
Un^> U 2n Uin^> Ug a . . . , 

E„ < Eia <C Ein < Es„ .... 

statt, welche eine successive Abnahme der umschriebenen und 
eine beständige Zunahme der eingeschriebenen Vielecksflächen 
beurkunden. Jene Abnahme kann aber ebenso wenig wie diese 
Zunahme in’s Bnbegränzte gehen, da U n jedenfalls grösser und 
E n ebenso entschieden kleiner als die Kreisfläche bleiben muss, 
und wir schliessen daraus, dass sich U B durch Abnahme einer 
bestimmten Gränze nähern müsse und ebenso E a durch Zunahme 
gleichfalls einer bestimmten Gränze. Um bevuiheilen zu können, 
ob diese beiden Gränzen verschieden sind oder nicht, benutzen 
wir die Gleichungen 5. uud 4. in § 31, aus welchen sich ergiebt 
Un _ r» 

Lassen wir hier die Seitenzahl n unendlich wachsen, so 
kann s„ kleiner als jede noch so kleine angebbare Zahl werden, 
und daraus erhellt, dass sich der Quotient U n : E n der Gränze 
1 nähert und dass mithin der Gränz werth von U n dem Gränz- 
werthe von E a gleich sein muss. Da die Fläche des Kreises, 
welche K heissen möge, jederzeit zwischen U a und E a ent- 
halten ist, so kann die gemeinschaftliche Gränze der U a und 
E a von K nicht verschieden sein, weil es sonst eine Stelle geben 
müsste, von welcher ab K nicht mehr zwischen E a und U a • läge. 
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Nach diesen Bemerkungen ist es sehr leicht, eine Formel 
für den Flächeninhalt des Kreises zu entwickeln; aus der Glei- 
chung U n = \rnt u = ru a folgt nämlich,, wenn man n in’s 
Unendliche zunehmen lässt und berücksichtigt, dass sich n„ der 
Gränze 2 »-71 und U n der Gränze K nähert, 

1) K = \r ,'irn = r*n, 

was man in folgendem Lehrsätze aussprechen kann: Die Fläche 
eines Kreises ist gleich der Fläche eines Dreiecks, 
welches den Kreisumfang zur Grundlinie und den 
Kreishalbmesser zur Höhe hat. 

Da sich ein Dreieck leicht in ein Quadrat von gleicher 
Fläche verwandeln lässt, so ist jetzt auch die Aufgabe gelöst: 
„den Kreis in ein flächengleiches Quadrat zu verwandeln“, welche 
man die Quadratur des Kreises zu nennen pflegt. Bezeichnen 
wir mit q die Seite dieses Quadrates, so wäre q i — r*n, also 
ist q = r^n und dabei in Zahlen 

\Jn = 1,77245 38509 05516 02729. 

Um die Fläche eines Kreisausschnittes, d. h. einer von 
zwei Halbmessern und einem Bogen des Kreises begränzten 
Figur, zu finden, bedarf es vorerst der Bemerkung, dass ein 
solcher Sector durch den Centriwinkel, welchen die beiden Halb- 
messer einschliessen , vollkommen bestimmt ist, oder dass zu 
gleichen Centriwinkeln in einem und demselben Kreise immer 
gleiche Kreisausschnitte gehören. So oft sich also zwei Centri- 
winkel von einander wegnehmen lassen, ebenso oft kann man 
den einen Sector von dem andern wegnehmen, und hieraus 
schliesst man leicht, dass die Vergleichung zweier Sectoren das 
nämliche Resultat geben muss, wie die Vergleichung ihrer 
Centriwinkel, oder dass sich in demselben Kreise zwei Sectoren 
ebenso wie ihre Centriwinkel verhalten. Nennen wir S die 
Fläche eines mit dem Centriwinkel y° versehenen Sectors und 
berücksichtigen, dass dem Centriwinkel 360° der Sector r*nr, 
nämlich der ganze Kreis entspricht, so ist 
360° : f = r'n : S, 
und daraus folgt unmittelbar 

2 > Ä = 
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oder, wenn die Gleichung = -~ aus § 33 hiermit verbun- 
den wird, 

3) S — $ßr, 

d. h.: Die Fläche eines Kreisausschnittes ist einem 
Dreiecke gleich, welches den Bogen des Sectors zur 
Grundlinie und den Halbmesser desselben zur Höhe 
hat. 


Setzt man statt ß den Werth ~r, wie wir in der Formel 
2. § 33 gefunden haben, so ist noch 


4 ) 



Will mau z. B. denjenigen Sector, dessen Fläche gleich 
dem Quadrate des Kreishalbmessers ist, so muss S = r i , also 
y = 2 q = 114° 35' 29", 6 sein. 

Ein paar Anwendungen, welche sich noch von der Formel 
1. machen lassen, sind folgende: Um einen und denselben 
Mittelpunkt seien mit den Halbmessern r und q Kreise be- 
schrieben , so ist die von ihnen eingeschlossene ringförmige 
Fläche F 

F — r*7r — Q s rt = (r 2 — p 2 ) n 

= tt/M-eM»-— q)T”, 


also gleich der 
yV + e) (r — q) 
Fig. 126. 


Fläche eines Kreises, der den Halbmesser 
besitzt, oder dessen Halbmesser die mittlere 
Proportionale zwischen der Summe und Diffe- 
renz der beiden Halbmesser des Ringes aus- 
macht. BN ist, senkrecht auf AB, der 
Halbmesser dieses Kreises, weil BN die 
mittlere Proportionale zwischen BD = »■-(-(• 
und BA = r — p sein muss. 

Beschreibt man mit den drei Seiten a, b , c eines recht- 
winkligen Dreiecks, als Halbmesser genommen, Kreise, so sind 
die Flächen der letzteren o?n , 6 2 /r, c 2 tt; dem Pythagoräischen 
Satze zufolge ist aber, wenn c die Hypotenuse bezeichnet, 
c 2 = a 2 b 2 , mithin auch c 2 7i = a 2 n -f- h 2 n , d. h. der mit 
der Hypotenuse beschriebene Kreis ist so gross, als die mit den 
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Katheten beschriebenen Kreise zusammen. Dasselbe gilt, wie 
man leicht bemerken wird, ebenso, wenn man die drei Seiten 
eines rechtwinkligen Dreiecks nicht zu Radien , sondern zu 
Durchmessern dreier Kreise nimmt. 


§ 35. 

Näheruugsconstructionen zur Rectification und 
Quadratur des Kreises. 

Da sich mit Hilfe der höheren Mathematik nachweisen 
lässt, dass eine geometrische Coustructiou, welche den Umfang 
oder die Fläche eines Kreises in völliger Genauigkeit angäbe, 
nicht möglich ist, so muss man sich damit begnügen, solche 
Constructionen aufzufinden, mit deren Hilfe näherungsweise der 
Umfang eines Kreises in eine Gerade oder seine Fläche in ein 
Quadrat verwandelt werden kann. Wie man zu solchen Con- 
structionen kommen kann, zeigen die nachfolgenden Entwicke- 
lungen. 


a. Man findet leicht: 

9 + y/45 _ 15 ,70 82039 
5 ~ 5 

was von n nicht sehr verschieden 
rungsweise die Peripherie 

p = 


= 3 , 1416407 , 

ist, so dass man also nähe- 


9 + ^45 


d 


^ *' ~ 5 

setzen könnte, wenn d den Durchmesser des Kreises bezeichnet. 
Dies führt nun unter der Bemerkung, dass man statt der obigen 
Gleichung setzen kann 

P = i d + f d + ^(W+(P)*. 
zur folgenden Construction : Man theilt den Durchmesser d in 
fünf gleiche Theile und zeichnet ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Katheten f<Z und \d sind, so ist der Umfang dieses 
Dreiecks nahe gleich dem Umfange des gegebenen Kreises. 

Umgekehrt folgt aus der Gleichung 1. 

5 „ 9 — n/45 


d = 


z.p=b 


P 


9 + v/iT 36 

1.*=^!— »(!-/») J>. 
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oder endlich 

d = 

Will man also den Durchmesser desjenigen Kreises auf- 
suchen, welcher einen gegebenen Umfang p hat, so conBtruirt 
man ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten \p und ' g p 
sind, zieht die Hypotenuse dieses Dreiecks von p ab und ver- 
grössert den Rest um seinen vierten Theil, so ist dieser ver- 
grösserte Rest nahe gleich dem gesuchten Durchmesser. 

b. Etwas weniger genau ist die folgende Construction, 
welche sich aber dadurch auszeichnet, dass man sie mit einer 
und derselben Zirkelöffnung ausführen kann. Man legt nämlich eine 

Tangente DE an den Kreis und durch 
den Berührungspunkt einen Durch- 
messer AB. Aus dem Punkte B 
schlägt man mit dem Halbmesser BG 
einen Bogen, welcher den Kreis in F 
schneidet, ferner aus F wieder einen 
gleichen Bogen, der den vorigen in 
G trifft; die Punkte C und G ver- 
bindet man durch eine Gerade, welche die Tangente in Z) kreuzt. 
Nimmt man jetzt von D aus die Strecke DE gleich dem drei- 
fachen Halbmesser des Kreises und zieht AE, so ist diese Ge- 
rade nahe gleich dem halben Kreisumfange. Man hat nämlich, 
weil BCD die Hälfte eines gleichseitigen Dreiecks ausmacht, 
BD = 4 CD — r 12, BE = 3 r — 2, mithin 

ÄE* = ,« 8 . 1 2 r* + (3 — J t/i2)V 
= (13 1 — |/l2)r », 

AE = rj/l3£ — y/n 
oder numerisch berechnet, 

AE = r .3,1415333, 

oder beinahe AE = r .n = ^ .2rn — \p. 

c. Eine Construction zur Quadratur des Kreises ergiebt 
sieh aus der Bemerkung, dass ^30 + l/l5Ö = 17,7246743, 
also nicht sehr verschieden von 10 ist. Die Seite q eines 


Fig. 127. 

A 
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Quadrates, welches mit dem Kreise gleichen Flächeninhalt be- 
sitzt, wird aber bekanntlich durch r\Jn ausgedrückt, daher ist 
näherungsweise 

q = r^n = ^(^30 + ^ 150 ) 

*= »V£+»V! 

oder 

q = \/\r . £r-{- \/ r . fr, 

was sich folgendermaassen construiren lässt: Es sei AB der 
Durchmesser des gegebenen Kreises und im Mittelpunkte C 
stehe eine Gerade GH senkrecht auf AB; 12 8. 

man theile den Halbmesser AC in fünf gleiche p 
Theile, wovon AD zwei sein mögen, man 
halbire ferner BC ’m E und mache BF= BE. 

Beschreibt man über DE einen Halbkreis, 
welcher GH in G schneidet, und ebenso über 
AF einen Halbkreis, welcher GH in H trifft, 
so ist GH nahe gleich der Seite desjenigen 
Quadrates, welches mit dem Kreise gleiche Fläche besitzt. 

d. Erinnert man sich, dass, wenn q l = r % n gesetzt wird,. 
q = ^ r*7i = [/%pr 

sein muss, so kann man auch dadurch zur Quadratur des Kreises 
kommen, dass man erst den halben Umfang des Kreises (fjj) 
construirt (z. B. nach b.) und darauf zwischen {p und r die 
mittlere Proportionale sucht. 



Anhang zu Cap. VII. 


Näherungsformeln für die Ludolph’sche Zahl. 

Da der Umfang eines mit dem Radius r — 1 beschriebenen 
Kreises 2 t Längeneinheiten und seine Fläche n Flächenein- 
heiten zählt, so kann man bei der Berechnung der Ludolph’schen 
Zahl ebensowohl von den Perimetern als von den Inhalten der 
ein- und umgeschriebenen Vielecke ausgehen; in jenem Falle 
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betrachtet man 2rt als den Gränzwerth von c,, und in diesem 
Falle n als gemeinschaftliche Gränze von 2? n und U u . Die 
letztere Berechnungsweise wollen wir noch zeigen und dabei die 
Gränzen, zwischen denen n liegt, so eng als möglich ziehen. 

Um den bekannten Formeln 

e„ = = 

eine bequemere Gestalt zu verleihen, bezeichnen wir die reci- 
proken Werthe von E und V mit E' und U', setzen also 

1 p' 1 TT' 

E„ — U„. ~ J “ 

und erhalten auf diese Weise 

1) E\n = \JWll 7'„, U\n = U’n). 

Lassen wir an die Stelle des geometrischen Mittels das 
grössere arithmetische Mittel treten, so gehen die vorigen Be- 
ziehungen in die folgenden über: 

E' ia <i ( E\ + U’ n ), U' in = J (E' iu + ET'.), 
oder wenn U' u für den Augenblick = a und E' n = a -f- d 
gesetzt wird, 

E'i n <C a 4* 5 di V 2n = 2 (E 4* a ) 1 
d. i., indem mau für E' tu rechter Hand das zu grosse « 4~ yl 
nimmt, 

E'vn <C 4" U'ia <C a 4” 

Auf gleiche Weise hat man weiter 
E \ n <C i {E'ta -f- U'i „), U’ 4a = 2 (-® 4i> 4~ U io) 
und, indem man überall die zu grossen Werthe einsetzt, 

E' <^a \ d - (- Jd, U\n <C a 4” 4* T*vd. 

Aus den Beziehungen 

E’üu <C i (E\n 4" U'i n)) U'sn — 2 {E'f, u 4* U\ u ) 
findet man nach demselben Verfahren 

E'tin < a 4- {d 4- iV d 4~ xfd, 

U' 8a <C 4~ J d 4~ i 1 # ^ 4" vi d. 

Indem man auf diesem Wege bis zur gemeinschaftlichen 
Gränze von E' und U', nämlich bis zu -- fortgeht, erhält man 
die Ungleichung 

< « 4* l d 4- r'o d 4- k\ d 4- 2 W d 4~ • • • 
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und durch Suuimirung der Keihe t + tV + • • • 

l <« + \d- 

Vermöge der Bedeutung von a und d ist dies soviel wie 

n 'u + 3 (^'u — '„) 

oder, wenn man die Wertlie von E'„ und U' u einsetzt und 
um kehrt 


2 ) 


n> 


E„ 


E u Un 
- i (t u ~ 


■KV 


Eine analoge Ungleichung ergiebt sich aus den Gleichungen 
1., wenn man das arithmetische Mittel durch das kleinere geo- 
metrische ersetzt; es ist dann 


E' ia = )/E ’ „ U' n , U' in > VE'*« U\ 
oder, wenn man die Logarithmen nimmt, 
log E'ta = \ (log E' u -j- hg U'n), logE' ia > \ (log E' ia + log U' u ) 
Bezeichnet man überhaupt log E' mit E", so kann man 
die Ungleichungen 

E" in = {(/?"„ + Z7" n ), U"«>i (E" iu + ü" u ) 

auf gleiche Weise wie die früheren behandeln. Man findet 
nämlich für U" u = «, E"„ = « -f- d 

E 211 = 0 -}- | d L 2 n u -f- ^ d , 

E'\ a a -f- | d -f- £d, L in ]!> a + i d -|- r ’ 8 d , 

u. S. W. ; 


der gemeinschaftliche Gränzwerth ist 

log ( * ) > “ + i d + ts d + d -j- . . . 

\ 71 / 

oder 


log > « -M-d. 

Setzt man die Wertlie von « und d wieder ein. nämlich 

/ 1 \ 

rt — log U' n — logi 7 1 

\ vnj 

6 = log E’n- log U'n = %(£ ) 
und geht von den Logarithmen zu deu Zahlen zurück, so er- 
giebt sich 

3) tt < \/ E a U x ?. 

Die in den Ungleichungen 2. und 3. angegebenen Gräuzen 
sind die engsten, welche sich auf diesem Wege finden lassen; 

Sclilö milch, Geometrie I. 5. Auti. 
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will man sieh aber mit einer geringeren Genauigkeit begnügen, 
so kann man aus 2. und 3. neue Ungleichungen dadurch bilden, 
dass man U B — E 0 = % setzt und die Ausdrücke 
E m (E B _+z_) v 
A’n + i r ’ 


V(U a — t) Ur* 


in Reihen verwandelt, welche nach Potenzen von r fortschreiten ; 
man findet so, indem man die mit t* versehenen Glieder nicht 
überschreitet, 


4) -t> l/„ — J ( U n - E n ) - 1 

5) ^ < T\ -l(Un- En)- J 

Für n = 128 z. B. geben diese Ungleichungen schon sechs 
richtige Decimalen für tt. 

Drückt man in den Formeln 2., 3., 4. und 5. E a und 17, , 
durch e D und m„ aus, so erhält man entsprechende Ungleichungen, 
in denen die Umfänge der Vielecke verkommen. 
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DRITTES BÜCH. 
Ebene Trigonometrie. 


Cap. VIII. 

Oie trigonometrischen Functionen. 


§ 36 . 

Die Bestimmung der Winkel. 

In dem Capitel über den Zusammenhang unter den Be- 
standtheilen geradliniger Gebilde haben wir gesehen, dass es 
jederzeit möglich ist, ein Vieleck zu construiren, sobald eine 
hinreichende Anzahl seiner Bestandtheile (Linien und Winkel) 
gegeben sind. Diese Angabe der einzelnen Stücke kann auf 
doppelte Weise geschehen, entweder nämlich werden die be- 
treffenden Linien und Winkel geradezu selber vorgelegt, oder 
nur ihre Maasse angegeben, indem man von den Linien ihre, 
auf ein bestimmtes Längenmaass bezogenen Längenzahlen und 
von den Winkeln die Anzahl der Grade, Minuten u. s. w. nennt, 
welche sie umfassen. Im ersteren Falle liesse sich die Con- 
struction unmittelbar anwenden, im zweiten Falle dagegen müsste 
man die Linien erst durch Abtragung mittelst eines Maassstabes 
und die Winkel durch mechanische Theilung des Kreises zur 
Anschauung bringen, ehe man zur Construction des Vielecks 
schreiten könnte; wollte man aber die gesuchten Stücke eben- 

11* 
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falls in Zahlen ausgedrückt haben, so würden die durch Con- 
struction gewonnenen Linien und Winkel am Ende noch zu 
messen sein. Es bedarf wohl kaum besonderer Hervorhebung, 
dass dieses Verfahren ebenso umständlich als ungenau ist und 
dass es daher im höchsten Grade wünschenswerth wäre, eine 
Methode zu besitzen, nach welcher man aus den in Zahlen ge- 
gebenen hinreichenden Bestandteilen eines Vielecks die übrigen 
Stücke unmittelbar berechnen könnte; eine solche Methode 
enthält nun derjenige Theil der Geometrie, welcher den Namen 
Trigonometrie führt. 

Da sowohl unter den gegebenen als unter den gesuchten 
Stücken eines Vielecks Winkel Vorkommen können, so muss 
die erste Frage sein, wie man Winkel in Rechnung zu bringen 
habe; diese Frage wird sogleich bestimmter, wenn man sich 
erinnert, dass in den zu erfindenden Rechnungen Linien und 
Winkel zugleich behandelt werden müssen, dass man also ge- 
nötigt ist, ungleichartige Grössen mit einander zu ver- 
binden. Ein Grundgesetz der Grössenlehre sagt aber, dass sich 
nur gleichartige Dinge vergleichen lassen, und da hier gerade 
das Entgegengesetzte geleistet werden soll, so muss zwischen 
Linien und Winkeln eine Vermittelung getroffen werden, d. h. 
man muss darauf ausgehen, die Winkel durch Linien zu messen. 
Auf welche Weise dieser Gedanke ausführbar ist, zeigt die fol- 
gende Betrachtung. 

Es sei Z AOB — u ein beliebiger Winkel; auf dem 
einen Schenkel BO desselben sind beliebige Punkte N, N', N" 
Fig. 129. etc. angenommen und von demselben 

Senkrechte NM, N'M’ etc. auf den 
andern Schenkel AO herabgelassen. Es 
entstehen durch diese Constraction lauter 
ähnliche Dreiecke MNO , M'N'O etc., 
in welchen die Seitenverhältnisse immer 
0 ^dieselben sind, also die Gleichungen 

OM _ OM' OM" 

ON ~ ON' ~ ON" 

statt finden. Das Verhältniss der anliegenden Kathete zur 
Hypotenuse bleibt demnach immer dasselbe, man mag den 
Punkt N annehmen, wo man will, und wenn der Winkel « 
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eine bestimmte Grösse hat, so muss auch dieses Verhältniss 
einen bestimmten Werth besitzen; so ist z. B. für !( — 45° 

OM OM' 1 

ON ~ ON' ~ v /2 

und ebenso leicht findet man für u — 60' 1 

OM OM' 

ON ON' -■ 


Aendert sich der Winkel », so wird auch jenes Verhältniss ein 
anderes, denn sollte für den Winkel AOC dasselbe Verhältniss 
statt finden, also 

= ">der OM :Oi?= OP :OQ 

sein, so würde aus der Gleichheit dieses Verhältnisses und aus 
der Gleichheit der Winkel OMN und OPQ folgen, dass die 
Dreiecke MNO und PQO ähnlich wären; dies gäbe dann 
Z MON — Z POQ, was der Voraussetzung widerspricht. Der 
Winkel u und jenes Seitenverhältniss stehen also in einem 
solchen gegenseitigen Zusammenhänge, dass jedem bestimmten 
spitzen Winkel ein bestimmtes derartiges Verhältniss entspricht 
und dass umgekehrt zu jedem solchen Verhältnisse ein ganz 
bestimmter Winkel gehört. Man kann demnach Winkel mittel- 
bar in Rechnung bringen, indem mau für sie die genannten 
Seitenverhältnisse als Stellvertreter benutzt. Wegen dieser Wich- 
tigkeit hat man dem obigen Verhältnisse einen bestimmten 

Namen gegeben, und zwar heisst der Quotient " der Cosinus 
des Winkels u, in Zeichen 


1 ) 


03/ _ 
ON ~~ 


COS u. 


Denken wir uns einen spitzen Winkel immer als Winkel 
in einem rechtwinkligen Dreiecke, so haben wir die Definition: 
Der Cosinus eines Winkels ist das Verhältniss der 
ihm anliegenden Kathete zur Hypotenuse. 

Dasselbe, was von dem so eben besprochenen Verhältnisse 
zweier Seiten des rechtwinkligen Dreiecks MNO gilt, ist wört- 
lich auf das Verhältniss jeder zwei andern Seiten desselben an- 
wendbar, und so wie jenes Verhältniss zur Bestimmung des 
Winkels MON diente, so kann auch jedes andere Seitenverhält- 
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niss zu demselben Zwecke benutzt werden. Man hat daher 
auch für die übrigen Seitenverhältnisse besondere Namen ein- 
geführt, und zwar sind dies folgende. Das Verhältniss MN : ON 
heisst der Sinus des Winkels MON, in Zeichen: 

MN 
ÖN 


2 ) 


= sm u, 


d. h.: der Sinus eines Winkels ist das Verhältniss 
der ihm gegenüberliegenden Kathete zur Hypotenuse. 

Ferner heisst das Verhältniss MN : MO die trigonometrische 
Tangente des Winkels MON: 


3 ) 


MN 

MO 


tan «, 


also: die Tangente eines Winkels ist das Verhält- 
niss der ihm gegenüberliegenden Kathete zur an- 
liegenden Kathete. 

Das umgekehrte Verhältniss MO: MN wird die Co fan- 
gen te de3 Winkels MON genannt: 


4 ) 


MO 

MN 


— cottl, 


d. h.: die Cotangente eines Winkels ist das Verhält- 
niss der ihm anliegenden Kathete zur gegenüber- 
liegenden Kathete. 

Ferner wird das Verhältniss ON:OM die Secante des 
Winkels MON genannt: 

ON 


5 ) 


OM 


= secu, 


d. h.: die Secante eines Winkels ist das Verhältniss 
der Hypotenuse zur anliegenden Kathete. 

Dem Verhältnisse ON : MN endlich hat man den Namen 
der Cosecante gegeben: 

ON 


6 ) 


MN 


= CSC M , 


d. h.: die Cosecante eines Winkels ist das Verhält- 
niss der Hypotenuse zur gegenüberliegenden Kathete. 

Man wird leicht sehen, dass mit diesen sechs Verhält- 
nissen alle überhaupt möglichen Fälle erschöpft sind, oder dass 
es in dem rechtwinkligen Dreiecke MNO keine Seitenverhält- 
nisse weiter giebt, welche zur Bestimmung des Winkels MON — u 


I 


I 


I 
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benutzt werden könnten. Man begreift die genannten sechs 
Verhältnisse unter dem gemeinschaftlichen Namen der trigo- 
nometrischen Functionen des in Rede stehenden Winkels. 

§ 37. 

Wechselverhältniss und geometrische Bedeutung 
der trigonometrischen Functionen. 

Vergleicht man die Definitionen des Sinus und Cosinus, 
der Tangente, Cotangente, der Secante und Cosecante, so ergiebt 
sieh eine wohl bedachte Regelmässigkeit der Bezeichnung; man 
erhält nämlich das Cosinus-, Cotangenten- und Cosecantenver- 
hältniss aus dem Sinus-, Tangenten- und Secantenverhältniss, 
wenn man jedesmal statt der einen Kathete die andere setzt, 
oder eine Vertauschung unter den zusammengehörenden (coordi- 
nirten) Katheten vornimmt. Diese Bemerkung 
führt zu den Beziehungen zwischen den tri- 
gonometrischen Functionen solcher Winkel, 
welche sich zu einem Rechten ergänzen. Stellen 
wir nämlich OC senkrecht auf AO und fällen 
von N das Perpendikel NP auf AC, so ist 

1 ) cos u = 0] y = = sin (90° — «), 

. MN OP . 

2) sin u = ^ = cos (90° — n), 

\ r n p 

3) tanu = m = xp = cot (90° — u), 

4 ) cot « = ~ = N 0 p = tan (90 4 m) , 

5) sec u — = p* = esc (90° — u), 

6) esc u = mR = °(fP == sec ( 90 ° — **)• 

Nennen wir denjenigen Winkel, welcher einen gegebenen 
Winkel zu 90° ergänzt, den Complementwinkeldes letztem, 
so lassen sich diese Gleichungen in der einfachen Regel zu- 
sammenfassen: Die trigonometrische Function eines 
Winkels ist die Cofunction seines Complement- 
winkeis. 


Fig. 130. 
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Aus den Erklärungen, welche wir von den trigonometrischen 
Functionen eines Winkels gegeben haben, geht unmittelbar her- 
vor, dass dieselben absolute (unbenannte) Zahlen sind, und es 
scheint daher für den ersten Augenblick nicht möglich, dieselben 
geometrisch zu construiren. Erinnert man sich aber, dass es 
freisteht, irgend eine willkührliche begränzte Gerade als Einheit 
anzunehmen, so erhellt sofort die Möglichkeit einer geometrischen 
Darstellung der trigonometrischen Functionen, indem man die 
fraglichen Zahlen als Längenzahlen gerader Linien ansieht. 
Diese geometrische Constructiou lässt sich auf folgende Weise 
ausführen. Mit der Längeneinheit als Halbmesser beschreiben 
wir aus dem Scheitel des gegebenen Winkels u einen Viertel- 


JS 


kreis, welcher die Schenkel des Winkels in 
A, B, zweitens den Schenkel des Complement- 
winkels in C schneidet; von B aus lassen 
wir auf AO und CO Senkrechte herab und 
errichten endlich in A und C Perpendikel 
auf AO und CO, welche die verlängerte BO 
in E und G schneiden. Wir haben dann 


Fig. 131. 

K — I* 


It 



SD 

_ IW 

= BI), 

sin u = 

BO 

1 

tan u — 

AE 
AO ~ 

KI ' 
^ : 

n 

II 


EO _ 

EO 


sec u — 

AO ~ 

1 

= EO. 


Die Grössen cos u, cot u und esc u ergeben sich nun sofort aus 
der vorhin gemachten Bemerkung, dass sie Dasselbe für den 
Winkel 90° — u sind, was die Grössen sin u, tanu, secu 
für den Winkel w; es ist nämlich 

cosu = BF — OD, 

' cot u = CG, 
esc u — OG, 

und damit haben wir in einer und derselben Figur die geo- 
metrische Darstellung sämmtlicher trigonometrischen Functionen*). 


*) in älteren Werken findet man auch noch die Linien AD — 1 — cosu. 
and CF = 1 — sin u als besondere Functionen aufgeführt, die erste unter 
dem Namen des Sinus versus (Quersinus) und die zweite als Cosinus 
versus; man bedient sich aber gegenwärtig dieser Bezeichnungen fast gar 
nicht mehr. 
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Die nach dieser Weise geometrisch construirten trigonometrischen 
Functionen pflegt man die trigonometrischen Linien oder auch 
den linearen Sinus, Cosinus u. s. w. zu nennen. 


Fig. 132. 


§ 38. 

Beziehungen zwischen den trigonometrischen 
Functionen eines Winkels. 

Da eine einzige trigonometrische Function zur Bestimmung 
eines Winkels hinreicht, so muss es offenbar möglich sein, aus 
einer solchen Function, etwa dem Sinus, alle übrigen Functionen 
abzuleiten, oder, was auf Dasselbe hinaus- 
kommt, es müssen zwischen den verschie- 
denen trigonometrischen Functionen eines 
Winkels gewisse Gleichungen statt finden. 

Man gelangt zu denselben leicht durch fol- 
gende Bemerkungen. In dem rechtwink- 
ligen Dreiecke MON ist nach dem Pytlia- 
goräischen Lehrsätze: 

ÖJf + MN* = ÖN* 
oder nach beiderseitiger Division mit ON 2 
(OM\* , (MN? = 

\ON] ^ \ON) ’ 

d. i. vermöge der Definition des Sinus und Cosinus 
(cos «) 2 -)- (sin m) 2 = l , 

wofür wir der Bequemlichkeit wegen schreiben wollen 
7) cos 2 u -f- sin 2 u == 1. 

Dividiren wir ferner Zähler und Nenner des Bruches 
welcher die Tangente von u ist, durch ON, so wird 

MN 



MN 
MO * 


tan u — 


ON 

MO 

ÖN 


oder vermöge der Definition von Sinus und Cosinus 


3 ) 


ta n u — 
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Durch dasselbe Verfahren ergiebt sich aus cotu 
die umgekehrte Gleichung 


9) 


1 

gtn m tan «' 

Wir haben ferner in Beziehung auf die Secante 

NO _ 1 

MO 
NO 
d. i. 

10 ) --- 1 
und endlich für die Cosecante 


cotu = — — == 


sec« = m = 


sec u — — 
cos u 


ON 

CSCU = MN = - 


1 

MN ’ 
ÖN 


d. h. 


MO 

MN 


11) cscu — _.L., 

sin u 

Diese fünf Gleichungen reichen hin, um aus einer gegebe- 
ne trigonometrischen Function die übrigen fünf zu finden. 
Wäre z. B. der Sinus gegeben, so ist nach Nr. 7. 

cosu — j/l — sf« 8 «, 
ferner durch Substitution in Nr. 8. 


tan u = 


sin u 

V'l — si» ä m 


weiter aus Nr. 9. 

cotu = 

/ sin u 

und endlich aus Nr. 10. 


secu = 

VI — sin* u 


CSC« = 2— 


1_ 

sin u 


Auf ähnliche Weise kann man in jedem andern Falle ver- 
fahren und es führt dann die vollständige Behandlung aller hier- 
her gehörenden Aufgaben zur folgenden Formelntabelle. 
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§ 39. 

Die trigonometrischen Functionen stumpfer 
und überstumpfer Winkel. 

Wir haben bisher nur die trigonometrischen Functionen; 
spitzer Winkel betrachtet und für diese allerdings die vorhande- 
nen Beziehungen aufgesucht; es ist aber leicht einzusehen, dass 
diese ganze Untersuchung immer noch eine sehr mangelhafte 
heissen muss. Da wir nämlich darauf ausgehen, die verschiede- 
nen Stücke eines beliebigen Vielecks in eine Rechnung zu ver- 
flechten , so kommen wir schon beim Dreiecke in die Noth- 
wendigkeit, stumpfe Winkel zu bestimmen, und beim Vier- 
ecke, Fünfecke u. s. w. würden wir es sogar mit convexen Win- 
keln zu tliun haben. Diese einfache Bemerkung zwingt uns, 
einen Schritt weiter zu gehen und die Frage zu beantworten,, 
in wie fern bei solchen Winkeln, welche 90° übersteigen, eine 
Bestimmung durch trigonometrische Functionen statt finden; 
kann. 

Da es ganz Sache der Willkühr ist, was man unter dem- 
Sinus, Cosinus u. s. w. eines Winkels verstehen will, so hindert 
nichts, für stumpfe oder überstumpfe Winkel ganz neue Defini- 
tionen aufzustellen; wollte man aber hierbei planlos verfahren,, 
indem man etwa für den Sinus eines stumpfen Winkels das erste 
beste sich darbietendo Verhältniss erklärte, so geriethe man in 
die Unbequemlichkeit, ganz verschiedene Definitionen neben ein- 
ander zu haben und bei der Antwort auf die Frage, was ein 
Sinus ist, jedesmal die verschiedenen Fälle unterscheiden zu 
müssen, ob der Winkel im ersten, zweiten oder dritten Quadran- 
ten etc. liegt. Um diesem üebelstande auszuweichen, haben 
wir uns nach solchen Definitionen umzusehen , welche ganz, 
gleichförmig passen, der Winkel mag so gross oder so klein 
sein, als er will. Zu diesem Zwecke dienen folgende Be- 
trachtungen. 

Denken wir uns einen Winkel AOU dadurch entstanden, 
dass sich eine begrenzte Gerade, von der ursprünglichen Lage 
AO ausgehend, um den Punkt 0 gedreht hat, so wird der- 
Winkel AOU durch den Bogen gemessen, welchen der Punkt A 
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beschreiben musste, um nach U zu gelangen; die Anfangslage 
AO der Geraden bildet, hinreichend verlängert, einen Durch- 
messer AA' des bei einer vollständigen . 133, 

■Umdrehung entstehenden Kreises. Dabei 
wollen wir, um in keiner Beziehung eine 
Ungewissheit zu lassen, A als den An- 
fangspunkt des Bogens und U als 
seinen Endpunkt bezeichnen, ferner 
•den durch den Anfangspunkt gehenden 
Durchmesser AA' den Hauptdurch- 
messer des Kreises und den darauf senk- 
rechten Durch messer den gebend urch messe r nennen. Lassen 
wir von U auf AO ein Perpendikel U V herab, so stellt die Gerade 
A V die Projection des Bogens auf den Hauptdurchmesser dar und 
-daher möge die Strecke AV die Hau ptprojection des Bogens 
AO heissen; in gleicher Weise ist OV die Hauptprojection 
des Radius OU. Beide Projeetionen machen zusammen den Ra- 
dius AO aus, wo auch der Punkt U auf dem Quadranten AB lie- 
gen möge; es folgt daraus: die Hauptprojection des Radius 
ist gleich dem Unterschiede zwischen dem Radius 
and der Hauptprojection des zugehörigen Bogens. 
Dieser Satz möge nun als allgemeine Erklärung darüber gelten, 
was in jedem Falle, d. h. bei jeder beliebigen Lage von U, 
unter der Hauptprojection des Radius verstanden werden soll. 
Die Consequenzen hiervon sind folgende. 

Fällt der Endpunkt des Bogens in den zweiten Quadranten, 
«twa nach U' , so ist die Hauptprojection AV' des Bogens AU' 
Igrösser als der Radius AO und mithin wird die Differenz 
AO — AV ' , d. h. die Hauptprojection des Radius, negativ, näm- 
lich = — OV'. Aus diesem Resultate spricht eine Feinheit 
■der Algebra; das negative Zeichen bedeutet nämlich den Gegen- 
satz in der Lage von OV gegen OV, denn in der That er- 
streckt sich OV von 0 aus nach der linken Seite des Haupt- 
durchmessers, 0 V dagegen nach der rechten, also entgegengesetzten 
Seite. — Dasselbe findet statt, wenn der Endpunkt des Bogens 
ln den dritten Quadranten, etwa nach U", fallt; liegt er da- 
gegen im vierten Quadranten, etwa in so ist die Haupt- 

projection des Bogens wieder kleiner als der Radius, mithin die 
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Hauptprojection des Radius positiv wie im ersten Quadranten. 
Dies zusammen giebt den Satz: Die Hauptprojection des 
Radius ist positiv, wenn der Winkel, unter wel- 
chem die Projection geschieht, im ersten oder vier- 
ten Quadranten liegt, dagegen negativ, wenn er in 
den zweiten oder dritten Quadranten fällt. 

Aehnliche Verhältnisse gelten für die Nebenprojection des 
Radius, welche dadurch entsteht, dass man den Radius auf den 
Nebendurchmesser projicirt. Ist OW diese Nebenprojection des 
Halbmessers AO und B W die Nebenprojection des Complement- 
bogens B II , . so hat man zunächst die Beziehung: Die Neben- 
projection des Radius ist der Unterschied zwischen 
dem Radius und der Nebenprojection des Comple- 
mentbogens. Wir benutzen dieselbe als Definition der Neben- 
projection des Radius und stellen nun ganz ähnliche Betrach- 
tungen wie vorhin an. Liegt nämlich de Endpunkt des Bogens 
im ersten oder zweiten Quadranten, so ist die Nebenprojection 
BW oder BW' des Complementbogens jederzeit kleiner als der 
Radius, mithin die Nebenprojection des letztem positiv; befindet 
sich aber der Endpunkt des Bogens im dritten oder vierten 
Quadranten , so ist die Nebenprojection des Complementbogens 
länger als der Radius, folglich die Nebenprojection des letztem 
negativ. Man hat daher den Satz: Die Nebenprojection 
des Radius ist positiv, wenn derWinkel, unter wel- 
chem d ie Projection geschieht, im ersten oder zwei- 
ten Quadranten liegt, dagegen negativ, wenn er in 
den dritten oder vierten Quadranten fällt;. 

Mittelst dieser Bestimmungen, bei welchen der Gegensatz 
der Lagen durch den Gegensatz der Vorzeichen dargestellt wird, 
ist es sehr leicht, allgemein gütige Definitionen für die trigono- 
metrischen Verhältnisse aufzustellen; indem wir nämlich den 
Radius jederzeit im absoluten Sinne nehmen (ihm also keinen 
Zeichenwechsel gestatten) , die Projectionen aber im obigen 
Sinne auffassen, sagen wir: 

Der Cosinus eines Winkels ist das Verhältniss 
der Hauptprojection einerGeraden zu ihr selbst, 
mithin positiv im ersten und letzten Quadranten, negativ 
im zweiten und dritten; 
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der Sinus ist das Verhältnis der Nebenprojectiou 
einer Geraden zu ihr selbst, also positiv im ersten 
und zweiten Quadranten, negativ im dritten und vierten; 
die Tangente ist das Verhältnis der Nebenpro- 
jection einer Geraden zu deren Hauptprojec- 
tion, demgemäss positiv im ersten und dritten, negativ im 
zweiten und vierten Quadranten; 
die Secante ist das Verhältnis einer Geraden zu 
ihrer Hauptprojection und wechselt das Zeichen ebenso 
wie der Cosinus; 

die Cosecante ist das Verhältnis einer Geraden zu 
ihrer Nebenprojection und besitzt denselben Zeichen- 
wechsel wie der Sinus ; 

die Cotangente ist das Verhältniss der Hauptpro- 
jection einer Geraden zu deren Nebenprojection 
und befolgt denselben Zeichenwechsel wie die Tangente. 
Will man diese Definitionen in Formeln kleiden, so kann 
dies leicht auf die Weise geschehen, dass Fig. 134. 
man Z AOP— Z A'OQ = Z A'OS= Z AOT 
= u nimmt und sich die Drehung immer 
rechts herum gehend denkt; es ist dann 
Z .40P = u, Z AOQ = 180 0 — m, 

Z AOS= 180° -f u, Z AOT = 360° — w; 
und man findet aus dem blossen Anblicke 
der Figur mit Rücksicht auf das Obige folgende Beziehungen: 



cos u = + cos u 
cos (180° — it) = — cos u 
cos (180° + m) = — cos u 
cos (360° — tt) = -f cos u; 


sin u — sin u 

sin ( 1 80 0 — ü) = -f- sin u 
sin (180° + w) = — sin n 
sin (360° — u) — — sin «; 

tan u = + tan u 

tan( 1 80° — tt) = — tan u 
tan (180° -f- m) = + tan u 
tanf 360° — «) = — tan u, 
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welchen sich leicht zwölf ähnliche Formeln für secu, cscu und 
cot u an die Seite stellen lassen. 

Denkt man sich die Drehung, durch welche der Winkel 
entstanden ist, noch über 360° hinaus fortgesetzt, so kehren 
die Vorzeichen der trigonometrischen Functionen periodisch wieder; 
sie sind im fünften Quadranten dieselben wie im ersten, im 
sechsten die nämlichen wie im zweiten u. s. w. Daraus folgt 
zugleich ein Verfahren, um die trigonometrischen Functionen 
beliebig grosser Winkel auf die Functionen spitzer Winkel zu- 
rückzuführen ; ist nämlich iv der gegebene Winkel, so untersuche 
man vorerst, wie viel ganze Umdrehungen in ihm enthalten 
sind, und nenne n den ganzen Quotienten, welcher bei Aus- 
führung der Division zum Vorschein kommt, und v den 
Rest, Es ist dann 


300 = n + m oder w = n • 3600 + 


mithin nach dem Vorigen 

cos iv = cos ( n . 360° + v) = cos v, 

sin iv — sin (n . 360° -f- 1 ’) = sin v 

u. s. w. 

Der übrig gebliebene Bogen v beträgt weniger als 360°, kann 
aber ebensowohl im ersten, als im zweiten, dritten oder vierten 
Quadranten liegen; im ersten Falle bedarf es keiner weitern 
Reduction, im zweiten Falle setze man 180° — v = u, also 
v = 180° — u, es ist dann cos v — — cos «, sin v = -f- sin u 

u. s. w.; im dritten Falle sei v — 180° = u, also v = 180° -{- w, 

so ist cos v = — cos u , sin v = — sin u etc. ; im letzten 
Falle endlich sei 360° — v = u oder v = 360° — u, so wird 
cos v = -(- cos u , sin v = — sin u u. s. w. Hiermit sind 
also unter allen Umständen die Vorzeichen der trigonometrischen 
Functionen von w bestimmt und ihre Werthe auf die der Func- 
tionen eines spitzen Winkels u zurückgeführt. 

Nach diesen Erörterungen wird man sich leicht überzeugen, 
dass die Gleichungen 

cos 2 iv -f- sin 2 iv = 1, 


, sin w 

tan iv = , 

cot IV 

_ cos IC 

cos w 


~ sin ic 

1 


1 

sec w = , 

CSC w 


COS W ' 


MV) tr 
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für alle, möglichen Winkel iv richtig bleiben; dasselbe muss 
von den daraus abgeleiteten Gleichungen, d. h. von den Formeln 
der Tabelle in § 38, gelten. Demnach besitzt diese Tabelle 
allgemeine Anwendbarkeit, sobald man nur die Vorzeichen in 
der gehörigen Weise bestimmt, wozu vorhin Anleitung gegeben 
wurde. 

§ 40. 

Wachsthum und Abnahme der trigonometrischen 
Functionen. 

Lassen wir in voriger Figur den einen Schenkel AO des 
Winkels AOP unverrückt liegen und drehen den anderen Schen- 
kel OP um den Punkt 0 herum, indem wir die Drehung von 
derjenigen Lage aus anfangen, wo PO mit AO zusammenfiel, 
so erleiden die trigonometrischen Functionen folgende Verände- 
rungen (Fig. 134). 

Der Cosinus. Wenn der Winkel AOP = 0 ist. so 
fallen die Punkte P und A zusammen; AO bildet dann selbst 
den Cosinus des Winkels Null und wir haben 

1) cos 0° = 1. 

Während der Drehung durch den ersten Quadranten nimmt der 
Cosinus fortwährend ab, und sobald AAOP= 90° geworden 
ist, zieht sich die Linie MO auf den blossen Punkt 0 zu- 
sammen; also 

2) cos 90° = 0. 

lieber • 90° hinaus wird der Cosinus negativ und vermöge der 
Gleichung cos (180° — «) = — cos u durchläuft er jetzt das 
Intervall 0 bis — 1 rückwärts auf dieselbe Weise, wie vorhin 
das Intervall + 1 bis 0. Diese Abnahme erreicht ihre Gränze 
bei 180°, nämlich 

3) cos 180° = — 1, 

und von hier au wächst der Cosinus, indem er, sobald die 
Drehung bis zu 270° fortgeschritten ist, wieder bei Null an- 
langt, nämlich 

4) . cos 270° = 0, 

und darauf im vierten Quadranten das Intervall 0 bis -|- 1 durch- 
läuft, welches sich mit 

5) cos 360° = + 1 

Seit!* milch Geometrie I. 5. Aufl. 12 
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endigt. Bei weiterer Drehung wiederholt sieh dieser- Wechsel 
gleichförmig wie bei der ersten Umdrehung. Es gilt daher von 
dem Cosinus der Satz, dass er die Gränzen -f- 1 und — l nicht 
überschreiten, uud dass umgekehrt jede nicht ausserhalb dieser 
Gränzen liegende Zahl als ein Cosinus angesehen werden darf. 

Der Sinus. Ist der Winkel .40P = 0, so fallen die 
Punkte M und P in einen einzigen Punkt zusammen und es ist 
6) sin 0° — 0. 


Ä 


Fig. 134. Von da an wachsen die Sinus, sobald die 
Drehung fortschreitet, und es gilt für den 
ganzen ersten Quadranten das Gesetz, dass 
dem grösseren Winkel anch der grössere 
Sinus gehört. Den grössten Werth erreicht 
der Sinus, wenn eine Vierteldrehung ge- 
macht, also der Winkel = 90° geworden 
ist; es fällt nämlich dann der Punkt P mit dem Punkte B 
und der Punkt M mit dem Punkte 0 zusammen, so dass 
sin AOB — OB, d. h. 



7 ) 


sin 90*' = 1 


wird. Setzen wir die Drehung weiter fort, so nehmen die Sinus 
im zweiten Quadranten vermöge der Gleichung sin (180° — m) 
= sin u auf dieselbe Weise ab, wie sie im ersten Quadranten 
gewachsen waren, und der kleinste Sinus tritt bei der halben 
Umdrehung ein, nämlich 

8) sw 180° = 0. 

Ueber 180" hinaus werden die Sinus im dritten Quadranten' 
negativ und durchlaufen vermöge der Gleichung sin (180° -j- u) 
= — sinu das Intervall 0 bis — 1, d. h. sie nehmen von 
sin 180° = 0 an ab bis 

9) sin 270° = — 1, 

wo nun die fZunahme wieder an fangt; vermöge der Gleichung 
sin (360° — «) == — sinu durchlaufen die Sinus im vielten 
Quadranten das Intervall — l bis 0, und nachdem eine ganze 
Umdrehung vollendet ist, wird wie anfangs 

10) v sin 360° = 0. 

Wollte man die Drehung noch weiter fortsetzen, so würde sich 
bei jeder folgenden ganzen Umdrehung immer Dasselbe wieder- 
holen, was hier bei der ersten Umdrehung beobachtet wurde. 
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Achten wir darauf, dass -f 1 and — 1 die äussersten Werthe 
sind, die ein Sinus erlangen kann, so haben wir den Satz: Die 
Sinus sind Zahlen , welche die Gränzen -f 1 und — l nicht 
überschreiten ; ebenso wird man sich auch umgekehrt leicht 
überzeugen, dass jede Zahl, welche nicht ausserhalb der Gränzen 
-f- 1 und — 1 liegt, als Sinus eines Winkels angesehen werden kann. 

Die Tangente. Vermöge der Gleichung tan u = 

ist es sehr leicht, das Gesetz für die Veränderung der Tangente 
zu erforschen. Im Anfänge der Drehung hat man nämlich 
11) tanO 0 = 0 

und während des ganzen ersten Quadranten wächst die Tangente 

unaufhörlich, weil der Zähler des Bruches ***-“ immer grösser 

und der Nenner desselben immer kleiner wird. Da letzterer 
der Null so nahe kommen kann, als man will, indem man u 
immer näher an 90° rücken lässt, so folgt, dass der Quotient 

so gross als nur denkbar werden oder jede noch so grosse 

Zahl übersteigen kann. In diesem Sinne sagt man, die Tangente 
von 90° sei unendlich gross (wo man sich nur hüten muss, das 
Unendliche für eine fest bestimmte Grösse anzusehen), und be- 
zeichnet dies durch tan 90° — oo. Dies bestätigt sich auch 
geometrisch, denn wenn P in B anlangt, werden die Linien 
AX und OP parallel und ihr Durchschnitt X rückt über jede 
angebbare Stelle des Raumes hinaus, d. h. AX wird unend- 
lich. — Im zweiten Quadranten durchläuft die Tangente vermöge 
der Gleichung tan (180° — u) — — tan u dieselben absoluten 
Werthe wie im ersten Quadranten, nur in umgekehrter Ordnung 
und mit dem negativen Vorzeichen. Setzen wir u — 90° — <f, 
wo d einen kleinen Winkel bezeichnet, so ist tan (90° + d) 
— tan (90° — d), und wenn wir d bis zur Null abnebmen 
lassen, so ergiebt sich das anscheinend widersinnige Resultat 
tan(90°-f-0) ±= — tan (90° — 0). Dasselbe erklärt Sich aber 
leicht, wenn man darauf achtet, dass 90° — 0 das Ende einer 
von 0° bis 90° gehenden Drehung, dagegen 90° + 0 den An- 
fang einer neuen mit 90° beginnenden Drehung bezeichnet; 
nach diesen verschiedenen Bedeutungen, welche 90° hier haben 
können, und die wir durch 90° — 0 und 90° -|- 0 auseinander 

12 * 
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gehalten haben, kommen auch diesem Winkel verschiedene Tan- 
genten zu, nämlich 

12) tan (90° — 0) = -f ®, 

13) tan( 90°-fO) = — 00 . 

Von 90° -f- 0 bis 180° durchläuft nun die Tangente das Inter- 
vall — oo bis 0, weil nämlich 

14) tan 180° = 0 

ist; von hier beginnt dieselbe Zunahme, wie schon früher von 
0 bis 90°, und es wird, nachdem die Tangente im dritten 
Quadranten von 0 bis oo gewachsen ist, 

15) tan (270° — 0) = +oo. 

16) tan (270° + 0) = — oo. 

Im vierten Quadranten ist der Verlauf der Tangente derselbe, 
wie im zweiten Quadranten und es wird zuletzt 

17) tan 360° = 0. 

Bei weiterer Drehung würde sich dieses Spiel von neuem wieder- 
holen. Wir sehen daraus, dass die Tangenten das ganze Gebiet 
der positiven und negativen Zahlen durchlaufen und dass umge- 
kehrt jede algebraische Zahl als Tangente eines Bogens ange- 
sehen werden kann. 

Die Cotangente. Gleich anfangs wird die Cotangente 
unendlich, weil der Quotient V*“ jede endliche Zahl übersteigt, 

sobald man u hinlänglich klein uimmt; es ist daher 

18) cot 0° = oo ; 

während des ersten Quadranten nimmt die Cotangente fort- 
während ab bis 

19) cot 90“ = 0 , 

wird darauf im zweiten Quadranten negativ und durchläuft hier 
das Intervall 0 bis — ao. An der Stelle 180° tritt ein ganz 
ähnlicher Fall wie bei der Tangente (an der Stelle 90°) ein; 
es ist nämlich cot (180° — w) = — cotu, ferner cot (180° + w) 
= cotu , folglich, wenn wir u in Null übergehen lassen. 

20) cot (180° — 0) = — oo, 

21) cot (180° + 0) = +oo, 

wovon die Erklärung ganz ähnlich wie bei der Tangente ist. 
Im dritten Quadranten verläuft die Cotangente ebenso wie im 
ersten Quadranten, wobei 
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22) cot 270° = ü 

wird, und im vierten Quadranten ist die Aeuderung der Cotan- 
gente dieselbe wie im zweiten Quadranten. An der Stelle 360“ 
begegnen wir wieder dem Falle, der schon bei 180“ vorhanden 
war; aus den Gleichungen cot (360° — «) = — cot u und 
cot (360° -}-«) = + cot u folgt nämlich für n = 0 

23) cot (360° — 0) = — oo, 

24) cot (360° + 0) = -f oo. 

Von nun au wiederholen sich die vorigen Bemerkungen. Wir 
erkennen hieraus, dass die Cotangenten das ganze Gebiet der 
positiven und negativen Zahlen durchlaufen, und dass umgekehrt 
jede algebraische Zahl als Cotangente eines Bogens betrachtet 
werden kann. 

Die Secante. Da sec h = — so haben wir 

cos u 

25) sec 0“ = 1 ; 

von da an wachsen die Secantcn während des ersten Quadranten 
und für u = 90“ wird sec 90" = d. h. unendlich. Be- 
achten wir aber, dass sec ( 180" — w) = — secu oder, für 
u = 90° — d, sec(90“-f-d) = — sec (90° — d) ist, und las- 
sen d bis zur Null abnehmen, so erhellt, dass zum Winkel von 
60“ zwei Secanten gehören, nämlich 

26) sec (90° — 0) = -f oo, 

27) sec (90° -f 0) = — co; 

im zweiten Quadranten durchläuft die Secante das Intervall 

— oo bis — 1 , wobei 

28) sec 180° = — l 

ist ; und im dritten Quadranten wieder das Intervall — 1 bis 

— oo ; bei 270° springt die Secante wieder aus dem Negativen 
ins Positive über, nämlich 

29) sec (270“ — 0) = — oo, 

30) sec (270° + 0) = + oo, 

worauf sie im vielten Quadranten von -(- 00 bis -f- 1, nämlich 

31) sec 360“ = -f- 1 

abnimmt. Wir sehen hieraus, dass die Sncauten sich innerhalb 
der beiden abgesonderten Intervalle -f- 1 bis -j- oo und — 1 bis — oo 
bewegen, und ebenso, dass umgekehrt jede zwischen diesen Gränzen 
liegende Zahl als Secante eines Bogens angesehen werden kann. 
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Die Cosecante. Gleich anfangs wird die Cosecante un- 
endlich, weil in esc u = 1 der Nenner für w = 0 verschwin- 

61 « « 

det; also 

32) CSC 11 = 00 ; 

im ersten Quadranten nehmen die Cosecauten ab und erreichen 
ihren kleinsten Werth für u = 90°, nämlich 

33) esc 90° = + l, 

worauf sie im zweiten Quadranten wieder bis -f- x wachsen ; 
am Ende dieses Intervalles tritt ein Sprung ein: aus esc (180° «) 

= — esc (180° — k) folgt nämlich für « = 0 

34) esc (180° — 0) =4-», 

35) CSC (180° 4- 0) = — oo ; 

im dritten Quadranten durchlaufen die Cosecanten das Intervall 

— oo bis — 1 , indem 

36) esc 270° = — 1 

ist, und im vierten Quadranten wieder das Intervall — 1 bis 

— oo; an der Stelle 360° geht die Cosecante wieder aus — oo 
nach 4 - oo sprungweise über , wie man aus der Gleichung 

— esc (360° -f- w) = + csc (360° — u) erkennt; es wird dann 

37) esc (360° — 0) = — oo, 

38) esc (360° -f- 0) = 4 - 00 , 

worauf die Cosecante wieder wie im ersten Quadranten verläuft. 
Wir sehen hieraus, dass sich die Cosecante in den getrennten 
Intervallen 4-1 bis -)- <*>- und — 1 bis — oo bewegt , und dass 
sich umgekehrt jede zwischen den angegebenen Gränzen liegende 
Zahl als Cosecante eines Bogens betrachten lässt. 

Tabellarisch geordnet können die Aenderungen der sechs 
trigonometrischen Functionen folgendermaassen dargestellt werden : 


' 

°. 

90° 

180° 

270° 

360° 

Cosinus. . . . 

i 

1 

0 

— 1 

0 

+ 1 

Sinus 

0 

+ 1 

0 

-1 

0 

Tangente. . . 

0 

+ x, —ao 

0 

4-x, -x 

0 

Cotangente. . 

00 

o 

— X, + x 

0 

— x,+x 

Secante . . . 

1 

+ 00 , — oo 

-1 

— x, + x 

+ 1 

Cosecante . . 

00 

+ 1 

-f-, 00 — 00 

— 1 

—X, 4-x 
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§ 41. 

Beziehungen zwischen den trigonometrischen 
Functionen zweier Winkel. 


Nachdem wir diejenigen Beziehungen erschöpft haben, 
welche unter den trigonometrischen Functionen nur eines Win- 
kels statt finden , liegt es uns ob , den Zusammenhang zwischen 
den trigonometrischen Functionen mehrerer, also zunächst zweier 
Winkel aufzusuchen ; um dies aber mit der nöthigen Allgemein- 
heit thun zu können, schicken wir eine Betrachtung über den 
Zusammenhang zwischen dem Cosinus und der Sehne eines 
Bogens voraus. 

Es sei AO = l. Z AOU = u, UV senkrecht auf AO, 
mithin OV == cos u und A U gleich der Fig. 135. 

zum Winkel u gehörigen Sehne oder kurz n^-- — u' 

AU = Chordu ; es werde ferner die Ge- fl iV^yi 
rade UA' gezogen, so ist in dem recht- //, -j'' \ / f 
winkligen Dreiecke AUA' Ar pr y r ~^' 

All* = AA' .AV = AA ' . (AO —OY), 
d. i. nach der obigen Bezeichnung 

Chord* u = 2(1 — cos «). 

Wäre der Winkel u ein stumpfer, etwa u = /.AOU', so 
würde in dem Dreiecke AU'A' die Beziehung 

ÄÜ' % = AA' .AV = AA' . (AO -f 0 V) 
gelten und zugleich ist jetzt AU' — Chord u, OV — — cos u, 
folglich wiederum 


Chord 1 u = 2 (1 — cos «). 

In derselben Weise würde sich diese Gleichung bei Winkeln des 
dritten und vierten Quadranten bestätigen, und wir haben daher 
ganz allgemein für jedes u die Formel 

1) Chord * u = 2 (l — cos u). 

Wir betrachten jetzt zwei Winkel AOB = a und AOC 
— b, welche aus beliebig vielen ganzen 
Umdrehungen (jede = 360°) plus den 
Drehungen um AOB und AOC entstan- 
den sein können, und nehmen AO = 1, 

BM — sin a, OM = cos a, CN = sin b 
und ON = cos b : ziehen wir die Gerade BC, so ist diese die 
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Sehne, welche zur Differenz unserer Winkel, also zum Winkel 
« — b gehört, in Zeichen 

BC — Chord (a — b ) ; 

legen wir weiter BP || CQ || AO und nennen S den Durchschnitt 
von BM und CQ, so haben wir in dem rechtwinkligen Drei- 
ecke BCS 

2) BC * = ÖS* + BS*, 

wo sich die Linien CS und BS leicht durch die Sinus und 
Cosinus von a und b ausdrücken lassen. 

Wir unterscheiden nun die beiden Fälle, ob die Punkte 
M und N auf derselben Seite, von 0 aus gerechnet, oder auf 
entgegengesetzten Seiten liegen. Im ersten Falle ist CS = MN 
offenbar nichts Anderes als die ;Differenz zwischen OM und ON , 
d. h. zwischen den Cosinus der Winkel u und b , also CS = 
cos a — cos b oder CS = cos b — cos a , je nachdem cos a grös- 
ser oder kleiner als cos b ist. Da aber in der Formel 2) nur 

das Quadrat von CS vorkommt, so bedarf es dieser Unterschei- 

pj g 137 düng nicht, und wir können jedenfalls 

r CS* = (cos a — cos b) 1 setzen. Liegen da- 

gegen M und N auf entgegengesetzten 
f Seiten von 0, so ist CS = MN gleich 

Ai I l\ der Summe der Linien OM und ON, oder 

r n; aucU 

CS = OM — - ( — ON). 

Für diesen Fall haben wir aber — ON = cos AOC — cos b, 
weil entgegengesetzt liegende Cosinus negativ sind, und mithin 
wieder CS — cos a — cos b. wie im vorigen Falle ; es ist daher 
unter allen Umständen 

CS 2 = (cos a — cos b)*. 

Durch eine völlig analoge Betrachtung überzeugt man sich, dass 
BS 8 = (OP — OQY in voriger Figur jedenfalls = (sin a — sin by 
zu setzen ist, es mögen mm M und N auf derselben Seite von 
0 aus liegen oder nicht. Substituiren wir die Werthe von CS* 
und BS * in die Gleichung 2) und berücksichtigen, dass 
BC* = Chord ‘ (a — b) = 2 [1 — cos ( a — 6)j 
ist, so verwandelt sich die Gleichung 2. in die nachstehende: 



Digiti; 


185 


2 — 2 cos (a — b) 

= (cos « — cos b) 3 -f- (sin a — sin b) s 
= cos t a -f- cos 2 b — 2 cos a cos b 

-j- sin 3 « -f- sin 3 b — 2 sin a sin b ; 
vermöge der Beziehung cos 3 u + sin* u = l wird hieraus nach 
gehöriger Hebung 

3) cos(a — h) = cos a cosb sin a sinh , 

wonach sich also der Cosinus der Winkeldifferenz a — b be- 
rechnen lässt, wenn die Sinus und Cosinus der einzelnen Winkel 
a und b bekannt sind. 

Eine Formel für den Sinus der Winkeldifferenz « — b ist 
hieraus leicht zu erhalten, wenn man sich erinnert, dass 
sin (« — b) = (/ 1 — cos 3 (a — b) 
sein muss; nun giebt aber die Quadratur 

cos 2 (a — b) = cos 2 a cos 2 b -f- sin 3 a sin 3 b 

+ 2 cos a cos b sin a sin b, 

und wenn man diese Gleichung von der Eins abzieht, 
sin 3 ( a — b) = l — cos 3 u cos 3 b — sin 3 a sin 3 b 
— 2 sin a cos b cos a sin b. 

Setzt man hier für cos 2 a das gleichgeltende 1 — sin 3 a und für 
sin 2 « das gleichgeltende 1 — cos 2 «, so wird 

sin 3 (« — b) = 1 — (cos* b sin 3 b) 

4- sin 3 a cos b 4- cos 3 a sin 3 b 
— 2 sin « cos b cos a sin b. 

Die erste Zeile rechter Hand ist zusammen = 0 und das Uebrig- 
bleibende ein vollständiges Quadrat , nämlich = (sin a cos b 
— cosasinb) 3 , und mithin haben wir durch Wurzelausziehung 
[sin (« — b) — ± { sin a cos b — cos a sin b } . 

Das Vorzeichen entscheidet sich durch die einfache Bemerkung, 
dass für 6 = 0 die Gleichung sina = sina zum Vorschein 
kommen muss; man kann daher nur das obere Zeichen ge- 
brauchen und dieses giebt 

4) sin(a — b) = sina cosb — cosasinb. 

Aus den Formeln 3. und 4. lassen sich nun leicht zwei 
andere ableiten, welche den Cosinus oder Sinus einer Wiükel- 
summe finden lehren; setzen wir nämlich « — b = c, also 
« = b -)- c, so ist nach 3. und 4. 
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cosc = cos (b 4- c) cosb -f- sin ( b c) sin b. 
sine — sin ( b + c) cosb — cos ( b -f- c) sinb, 
worin man cos (6 + c) und sin (b -|- c) als zwei Unbekannte an- 
sehen kann. Die Elimination derselben nach den bekannten 
Methoden der Algebra führt dann zu den Formeln: 
cos (b c) = cosb cosc — sin b sine, 
sin (b -f- c) = sinh cosc 4 cos b sin c, 
oder, wenn man der Gleichförmigkeit wegen a für c schreibt, 

5) cos (a 4 b) = cosa cosb — sinasinb, 

6) sin (a 4- b) = sin acosb 4- cos a sin b. 

Um Formeln für die Tangente und Cotangente der Differenz 
oder Summe zweier Winkel zu erhalten, braucht man nur die 


Beziehungen tan u = 


und cot u 


in Anwendung zu 


bringen; so giebt die Gleichung 5., durch Nr. 4. dividirt, 

, , ,, sin a cosb — cos u sin b 

tan (a — b) — — : — ^-r 

v ' cosa cosb + sin u sinb 

oder, wenn man Zähler und Nenner durch cosa cosb dividirt, 

, , ,, tana — tanb 

7) tan(a-b) = l + i ~~ tanb . 

Ebenso leicht hat man umgekehrt 

. , , , cos a cos b 4 sin a sin b 

cot (rt — b) — , . ,, 

' ’ sin a cosb — cosa sin b 

und wenn Zähler und Nenner durch sina sinb dividirt wird. 


8 ) 


. , , , cot a cot b 4 1 

cot (a — b) = — -r • 

' ' c otb — cot a 


Aus den Gleichungen 5. und 6. ergeben sich mittelst desselbeu 
Verfahrens die Formeln 


. , , ,, tana 4- tanb 

tan (a 4 b ) = , ■ , — 

' ’ 1 — tan a tan b 

. , , ,, cot a cot b — 1 

cot(a 4 - b) = . 

' ’ cotb + cota 


9) 

10 ) 

Es knüpft sich an diese Grundformeln der Trigonometrie 
noch eine eigenthümliche Bemerkung. Lassen wir nämlich in 
den Gleichungen 3., 4-, 7. und 8. den Winkel a in Null über- 
gehen, so gelangen wir zu den Beziehungen 

jcos ( — 6) = -{-cosb, sin( — b) = — sinb , ^ 

— b) — — tanb, cot( — b) = — cotb, 
und es fragt sich nun, was man von denselben zu halten, d. h. 
was man unter einem negativen Winkel und dessen trigono- 
metrischen Functionen zu verstehen habe. Nun sahen wir aber 
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schon in § 2, dass bei einem Winkel nicht nur seine Grösse, 
sondern auch die Drehungsrichtuug, durch welche er ent- 
standen ist, beachtet werden muss, und ferner sind wir in § 39 
darauf hingewiesen worden , dass entgegengesetzten Vorzeichen 
entgegengesetzte Lagen entsprechen. Beides zusammen berech- 
tigt uns, das negative Vorzeichen des Winkels b auf eine ent- 
gegengesetzte Drehungsrichtung zu beziehen, und wir wollen 
daher , von jetzt an , unter -)- b und — b Winkel verstehen, 
welche durch gleich grosse, aber nach entgegengesetzten Rich- 
tungen ausgeführte Drehungen entstanden sind. Demnach ist 
IAOP = +b, L AOT = —b, sobald 
wir uns den Winkel A OP durch eine 
Drehung rechts herum und den Winkel AOT 
durch eine Drehung links herum erzeugt 
denken. Hiernach kann der Sinn der Glei- 
chungen 11. leicht gefunden werden, es 
ist nämlich cos AOT = cos AOP, d. h. 
cos(-f-b) = cos( — b), ferner sin AOT = MT 
und sin AOP = MP, d. h. die Winkel AOT und AOP haben 
gleich grosse aber entgegengesetzt liegende Sinus, in Zeichen: 
sin ( — b) = — sin (+6); dasselbe gilt für die Tangenten und 
für die Cotangenten, so dass sich also die Gleichungen 11. als 
vollkommen richtig ausweisen, sobald man den Grundgedanken 
festhält, dass entgegengesetzte Lagen arithmetisch durch ent- 
gegengesetzte Vorzeichen ausgedrückt werden. 

Es ist nun leicht zu sehen, dass die Gleichungeu 3. bis 10. 
ebensowohl für positive als negative a und b gelten; lassen wir 
z. B. in Nr. 5. — b an die Stelle von -j- b treten, so wird 
cos [a -f- ( — b )] = cos a cos ( — b) — sin a sin ( — b ) , 

d. h. 

cos (a — b) — cos acosb -f- sin a sin b , 
und da diese Formel mit der in Nr. 3. verzeichneten völlig 
übereinstimmt, so dürfen wir in Nr. 5. b ebensowohl positiv 
als negativ nehmen, ohne die Richtigkeit dieser Formel zu 
stören. Dasselbe wird man ohne Mühe an allen übrigen bisher 
entwickelten Formeln bemerken uud wir dürfen daher den wich- 
tigen Satz aussprechen, dass die Formeln 3. bis 10. für alle 
möglichen a und b giltig bleiben. 
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§ 42. 

Fortsetzung. 

Die acht Formeln des vorigen Paragraphen lassen eine 
grosse Menge von Combinationen zu und werden dadurch zu 
einer reichen Quelle von Beziehungen zwischen den trigono- 
metrischen Functionen zweier oder mehrerer Winkel. Wir wollen 
die hauptsächlichsten dieser Formeln hier entwickeln. Setzen 
wir in den Gleichungen 5. und 6. des vorigen Paragraphen 
b = a, so wird 

1 ) cos 2a = cos® a — st» * a , 

2) sin 2a — 2 sin a cos a. 

Die erste von diesen Formeln ist noch zweier Umgestaltungen 
fähig, indem man entweder 1 — cos®« an die Stelle von st«*», 
oder 1 — stw* « für cos* « setzt ; das Erste giebt 

3) cos 2« = 2 cos*« — 1 
und das Zweite 

4) cos 2« = 1 — 2 sin* a , 
wofür man auch schreiben kann 

5) 1 -f- cos 2a = 2 cos®«, 

6) 1 — cos 2« = 2 sin 2 a , 

oder, wenn 2 a = b gesetzt wird, 

7) 1 + cos b — 2 cos* £6, 

8) 1 — cosb — 2sin *^6, 

in welcher Gestalt die Formeln häutig angewendet werden. 
Sieht man cosb als bekannt, dagegen cos J b und sin $ b als un- 
bekannt an, so ergiebt sich 

H) cos {b — y — , 


. , , 1 /l — cosb 

io) stw \b — y 2 , 

wonach mau Cosinus und Sinus des halben Winkels 
Cosinus des ganzen Winkels berechnen kann. Durch 
erhält man ferner aus den Gleichungen 7. und 8. 

1 + cosb 


11 ) 


= cot* 1 b , 


1 — cosb 

uud durch Wurzelausziehung 

- cosb 
cosb ’ 


1 — cosb 
1 + cosb 


= tan * \ b , 


12 ) 


cot 56 = l/* +CÜ 
* r 1 — co 


tun \b = f 'iz 


aus dem 
Division 


cosb 
+ cosb' 
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Kehren wir nach den besondere Entwickelungen für die 
trigonometrischen Functionen ganzer und halber Winkel wieder 
zu den allgemeinen Formeln 3. . 4. , 5. und 6. des vorigen Para- 
graphen zurück, so ergieht sich zunächst durch Addition der Glei- 
chungen 3. und 5., wobei wir die rechte Seite zur linken machen, 
13) 2 cos a cos b = cos (a — b) -f- cos (a + b) 

und ebenso durch Subtraction 


14) 2 sin a sin b = cos (a — b) — cos ( a -|- b). 

Die Addition und Subtraction der Gleichungen 4. und 6. führt 
auf ähnliche Weise zu den Formeln 

15) 2 sin a cos b = sin (a + b) -f- sin (a — b), 

16) 2 cos a sin b = sin (a -f- h) — sin (a — b ) , 

und diese Formeln dienen dazu, um das Product zweier Sinus, 
zweier Cosinus, oder eines Sinus uud eines Cosinus in eine 
Summe oder Differenz von Cosinus oder Sinus zu zerlegen. 
Setzen wir in den soeben gewonnenen vier Formeln 
a -f- b — A, 
a — b = B, 


so folgt zunächst 

a == MA-f V), b = 'AA-B), 
und wenn wir diese vier Werthe substituiren, wobei -wir wieder 
die rechten Seiten der Gleichungen zuerst hinschreiben, so ge- 
langen wir zu der folgenden Gruppe von Formeln: 

17) cosB-\- cos A = 2 cos $ (A B) . cos $ (A — B), 

18) cosB — cos A — 2 sin \(A + B) . sin -\(A — B), • 

19) sin A -f- sin B = 2 sin 5 (A -f- B) . cos J (A — B), 

20) sinA — sin B — 2 cos \ (A-\-B). sin\ (A — B). 

Dieser Gleichungen bedient man sich, um die Summe oder 

Differenz zweier Cosinus oder Sinus in ein Product zu verwan- 
deln, und es sind demnach diese Formeln gewissermaassen als 
die Umkehrungen der vorhergehenden vier Formeln zu betrachten. 

Durch Division leitet man aus den vorigen vier Formeln 
leicht noch die folgenden ab: 


21 ) 


sin A 4- sin B 
cos A -j- cos B 


tnn J (A-\-B), 


22 ) 

23) 


sin A — sin B 
cos A cos ll 
sin A + sin B 
cos A — cos B 


tan J (A — B), 
— cot \ (A — Zf). 
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24) 

2b) 

26) 


st»jl — sin B , , , , , m 

„ = — cot A LI -f £), 

cos ,4 — cvsB 1 ' 1 

sin A + »in B 


tan $ {A -)- B) . cot\ (A — B), 


stn A — sin B 

cos .4 4- cos B i , / a i -r>\ i,,i t « 

mA-cosB = -™n(A + B).cot±(A-B). 

Endlich kann man auch leicht zu Formeln gelangen, welche 
für die Tangenten und Cotangenten Das leisten, was die For- 
meln 17. und 20. für die Sinus und Cosinus. Es ist nämlich: 

tan A + tanB = — .4- Ä 
1 cos A 1 cos B 

sin A cos B + cos A sin B 

cosA . cosB ’ 

d. h., wenn man die Formel für sin (A -j- B) benutzt, 

27) 


tan A -j- tan B = — n ^ 

cos A . cos B 


28) 

29) 

30) 


cot B -f- cotA 
cot B — cotA 


Genau dasselbe Verfahren liefert ohne Mühe die entsprechen- 
den Formeln: 

tan A — tanB = 

cosA . cos B 
sin [A + B) 
sinA . sinB' 

sin (A — B) 

sin A . sin B * 

Eine andere Gruppe von Formeln ergiebt sich, wenn man 
von den Quadraten der vier Gleichungen 

sin (A -f- B) = sin A cos B + cos A sin B, 
sin (A — B) = sin A cos B — cos A sin B, 
cos (A -f~ B) ~ cosA cosB — stn A sinB , 
cos ( A — B) = cosA cosB sinA sinB 
Das Quadrat der ersten Gleichung ist 
sin 1 (A -f- B) = sin? A cos 1 B -f- cosPA sin 1 B 

-f- 2 st « A cosA sinB cosB ; 
ersetzt man hier cos* B durch 1 — stn* B und cos* A durch 
1 — stn* A, so erhält man 
stn* (A-\-B) = sin * A -j- stn* B 

— 2sin 1 Asin 1 B -f 2 sinA cos A sinB cosB 
= sinA 1 -f- stn* B 

2 sin A sinB {cosA cosB — sin A sinB), 

d. i. 

31) sin 1 (A-\-B) = sin 1 A -f- sin 1 B~\-2sinA sin B cos (A -f- B). 


ausgeht. 
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Aus der zweiten der obigen Gleichungen zieht man mittelst 
desselben Verfahrens 

32) sin£{A — B) — sin 1 A + sin 1 B — 2 sin A s mB oos(A — B)- r 
dasselbe Resultat ergiebt sich auch, wenn man in Nr. 31. — B 
an die Stelle von B treten lässt. 

Das Quadrat der dritten von den obigen Gleichungen ist 
cos* (A + B) — cos 2 A cos 1 B -(- sin 1 A sin 1 B 

— 2cosA sin A cos B sin B ; 

ersetzt man cos 1 B durch l — sin 1 B und sin 1 A durch 1 — cos 1 A, 
so wird 

cos 1 ( A -f B) — cos 1 A + sin * B 

— 2 cos 1 A sin 2 B — -2 cosA sinA cosB sinB 
— cos 1 A -f- sin 1 B 

— 2cosA sinB (sinA cos B + cosA sinB)„ 

d. i. 

33) cos 2 (A -f B) — cos 1 A -f sin 1 B — 2 cosA sin B sin (A -f- B). 
Aus der vierten der obigen Formeln oder, wenn man B 

negativ nimmt, ergiebt sich das analoge Resultat 

34) cos* (A — B) — cos 1 A + sin 1 B -f- 2 cos A sin B sin (A — B). 
Alle hier entwickelten Gleichungen beziehen sich immer 

nur auf die trigonometrischen Functionen zweier Winkel, aber 
es reicht dies auch vollkommen aus, weil man bei mehreren 
Winkeln diese Formeln der Reihe nach in Anwendung bringen 
kann. Verlangt man z. B. eine Formel für sin(a -f-b + c), so 
betrachte man zuvörderst b + c als einfache Grösse; es ist dann 
sin (a + b + c) = sin a cos (b + c) -f cos a sin (b + c) , 
und wenn man jetzt wieder cos (b + c) und sm(t>4- c ) entwickelt, 
so wird 

35) sin(a — (- — (— c) = sina cosb cosc — sin a sinh sine 

cos a sin b cosc 4- cos a cos b sin c , 

womit eine Formel gewonnen ist, welche den Sinus eines drei- 
theiligen Winkels finden lehrt, wenn die Sinus und Cosinus der 
einzelnen Bestandtheile gegeben sindi Für b = c — a wird 
spezieller 

sin 3 a = 3 sina cos 1 a — $in s a, 
oder, wenn man 1 — sin*a für eos*a substituirt, 

36) sin Sa = 3 sina — 4sm 3 «. 
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Man wird aus diesem Beispiele leicht abnehmen können, 
wie man sich in jedem anderen Falle, wo drei oder noch mehr 
Winkel Vorkommen, zu verhalten hat. Eine bemerkenswerthe 
Entwickelung für eine beliebige Anzahl gewisser Winkel wollen 
wir im folgenden Paragraphen mittheilen. 


§ 43. 


Entwickelung von Summenformeln. 

« 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Summe der Cosinus von 
den Winkeln «, 2m, 3m, 4m, ... na zu finden und bezeichnen 
jene unbekannte Summe vorläufig mit S, wonach 

S = cos u -f- oos 2m -f- cos ‘du + • • • + cosnu 
ist. Diese Gleichung multipliciren wir mit 2 sin | u und zer- 
legen rechter Hand jedes Product in eine Sinusdifferenz, indem 
wir die Formel 

2 cos A sin B = sin (A -j- ß) — sin (A — B) 
der Reihe nach für A = u, 2m, 3m, . . . mm und für B = |m 
benutzen; es wird dann 

2 S sin J u = sin $ u — sin J u 
sin % u — sin jj u 
-f- sin 1 m — sin f m 


i „ ■ 2» + 1 

-f- st» ‘ u 


. 2m — 1 
sin . m. 


Nach gehöriger Hebung vereinfacht sich diese Gleichung, 
nämlich 


2 Ssin\u — — sin J m + sin 


2n+ l 
'2 


m = — sin\u-{-sin(n -(- 1)m; 


hieraus wird S leicht gefunden, und zwar ist zufolge der ur- 
sprünglichen Bedeutung von S 

f cos m -f- cos 2m -f- cos3m + . . . -f- cosnu 


1 ) { , . 

l i r 2 sin 

Durch ein ganz ähnliches Verfahren gelangt man zur Kennt- 
niss der Summe 


T — cosu — cos 2 u -)- cos 3 n — ... ± cosnu , 
wobei im letzten Summanden das obere Zeichen einem ungeraden 
n, das untere einem geraden n entspricht. Man multiplicirt 
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nämlich die vorstehende Gleichung mit 2 cos J u uud zerlegt 
rechter Hand jedes Cosinusproduct in eine Summe von Cosinus; 
dies giebt 

2 T cos J « = cos { u + cos i{ u 

— cos | u — cos | u 
-f- cos £ U -f- cos £ l( 

— cos | u — cos | w 


± cos 


2 n — 1 

s M 


cos 


2 n + 1 




d. i. nach gehöriger Hebung 

2 T cos i » = cos i u ± cos (n -f- J) u . 

Hieraus findet sich T, nämlich 

I i cos u — cos 2 «-f cos 3 « — . . . ± cos n u 

, + 008 (” + 1) M 
3T — 2 cos ^ » 

Dasselbe Resultat kann man auch dadurch erhalten, dass man in 
Nr. 1. 180° — m an die Stelle von u treten lässt. 

Die benutzte Methode führt noch zu mehreren ähnlichen 
Reihensummirungen , von denen nur die folgenden hier stehen 
mögen : 


3) 

4) 


sin u -f- sin 2 u -(- sin 3 u + . . . + s * n 11 u 
= i cotiu- cos J n+ x i)u . 

4 4 2 sin in 

sin u — sin 2 u -|- sin 3 u — . . . ± sin n u 
, . . .sin (n + i) 1 1 

= 1 tan { u ± ^ 2 co* * u ' • 


Die Richtigkeit derselben ist leicht zu prüfen; multiplicirt mau 
nämlich die erste Gleichung mit 2 sin J u , die zweite mit 
2 cos \ u und zerlegt die linker Hand vorkommeuden Producte, 
so gelangt man in l)eiden Fällen zu identischen, also richtigen 
Gleichungen. 

Die entwickelten vier Formeln können unter Anderem be- 
nutzt werden, um die Summe der Cosinus oder Sinus solcher 
Winkel zu finden, die in arithmetischer Progression fortschreiten. 
So erhält man mit Hilfe der bekannten Formel für cos ( a + b) 


cosa -j- cos («-}-(?) cos (a -f- 2 ß) -f- ... -f- cos (« -f- tu — lß) 

= cosa [1 -j- COS ß -j- COS 2 /? + ...+ COS (»i 1) jJJ 

— sin a [ sin ß sin 2 ß + . . . + sin (m — 1) ß], 

Schlömilch, Geomotrio I. Auti. 13 


Digitized by Google 



194 — 


und wenn man hier die Formeln 1. und 3. für u = ß, n — 
m — 1 benutzt, so wird die rechte Seite 

«»«[*+ - * « [*•*« - ‘°m ¥ \ • 

was sieh noch vereinfacht, sobald mau Alles auf den gemein- 
samen Nenner 2 sin J ß bringt. Das Endresultat ist 

I cos « COs(a — J— /9) — J— cos (a -)- 2ß) -f- . . . -j- cos (a -f- m — lß) 

sin [« + ('» — 4) fl — sin (« — 4 ß) 

2 si n 4 ß 

Auf ähnliche Weise erhält mau die analoge Formel 

I sin a -}- sin (« -|- ß) -f- sin (a -f- 2 ß) + sin (« -f - m — lß) 

COS (k — \ ß) — COS [« + (»» — 4) fl 

2 si n J ß 

Im Anhänge zur Trigonometrie wird man eine bemerkens- 
werthe Anwendung dieser Formeln finden. 

§ 44. 

Die Berechnung der trigonometrischen Tafeln. 

Wenn die Einführung der trigonometrischen Functionen 
überhaupt von Nutzen sein soll, so muss man im Besitze einer 
Tabelle sein, aus welcher man die Zahlwerthe der trigonometri- 
schen Functionen ohne Weiteres entnehmen und umgekehrt auch 
den zu einer gegebenen Function gehörenden Winkel finden 
kann. Die natürlichste Einrichtung einer derartigen sogenannten 
trigonometrischen Tafel bestünde offenbar darin, dass man sieben 
Verticalreihen (Colonnen) neben einander stellte, von denen die 
ernte die Winkel, etwa von Minute zu Minute fortschreitend 
(w = 1', 2', 3' u. s. w.), enthielte, während in den übrigen Co- 
lonnen die sechs trigonometrischen Functionen nebeneinander 
verzeichnet wären, wodurch die ganze Aufstellung den bekannten 
logarithmischen Tafeln sehr ähnlich werden würde. Man über- 
sieht nun auf der Stelle, dass die Berechnung einer derartigen 
Tabelle möglich sein wird , wenn man erst den Sinus von 
einer Minute kennt, woraus sich die übrigen Functionen dieses 
Winkels sogleich finden lassen; man hätte nämlich, sobald wir 
sin 1', cos 1', tan 1' und cot 1' als bekannt voraussetzten, 
sin 2' = 2 sin l' cos l', 

woraus dann wieder cos 2', tan 2', cot 2' folgen ; ferner wäre 
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sin 3' = sin (2' -(- 1') = sin 2' cos l' -)- cos 2' sin l', 

wodurch zunächst sin 3' und nachher cos 3' , tan 3' , cot 3' be- 

kannt werden; weiter würde dann sein 

sin 4' = sin (3' + 1') = sin 3' cos 1' -f- cos. 3' sin l', 

und dieses giebt sin 4', cos 4', tan 4', cot 4' ; wie man dieses 

Verfahren immer fortsetzen kann, erhellt ohne Schwierigkeit. 
Um nun zu dem Zahlwerthe von sin 1' zu gelangen, stellen wir 
die folgenden Betrachtungen an, welche sich überhaupt allgemeiner 
auf die trigonometrischen Functionen kleiner Winkel beziehen. 
Zufolge einer Eigenschaft des Cosinus haben wir 
cos u = l — Chord 2 u, 

und folglich, wenn wir an die Stelle der Sehne von u den Bo- 
gen von u setzen, wo nun Chord u < Are u ist, 
cos u > 1 — J Are 2 u. 

Andererseits muss cos u < 1 sein , und wir haben daher zwei 
Gränzen, zwischen denen der Cosinus jederzeit enthalten ist. 
Für den Sinus findet man ein paar ähnliche Fig. 139. 
Gränzen auf folgende Weise. Es sei AO — 1, 

/.AOB = u, BC — sinu, AD = tarnt, 
so hat man vermöge der Bemerkung, dass die 
Fläche des Dreiecks AOD mehr als die Fläche 
des Sectors AOB beträgt, 

4 tan u "> 1 Are u oder Are u, 

* COS M ' 

mithin 

sin u > Are u . cos u > Are u (1 — | Are 2 ü). 
Andererseits ist die Dreiecksfläche AOB kleiner als die Fläche 
des gleichnamigen Sectors, daher 

£ sin u jr Are u oder sin u < Are u, 
wie auch unmittelbar aus dem Grundsätze in § 1 , b. geschlossen 
werden kann. 

Denken wir uns den Winkel u nicht in Graden, Minuten 
u. s. w. , sondern in Theilen des Halbmessers ausgedrückt und 
nennen d die Länge des Bogens Are u , so sind sin u und sin d 
gleichbedeutend, und die vorigen Beziehungen nehmen die ein- 
fachere Form an; 

1) cos d < 1 und cos d > 1 — £ d 2 , 

2) sin d < d und sin d > d — £ d 2 . 

18 * 
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Hieraus lassen sich leicht Schlüsse auf die numerischeu Werthe 
der Sinus und Cosinus kleiner Winkel machen, sobald man noch 
berücksichtigt, dass die trigonometrischen Tafeln wegen der Ir- 
rationalität mancher Sinus {z. B. sin 45° = nicht mit 

vollkommener Genauigkeit, sondern nur mit einem bestimmten 
Grade der Genauigkeit , etwa auf sieben Decimalstellen berechnet, 
hergestellt werden können. Denken wir uns nämlich in Nr. 2. 
den Bogen d so klein , dass \ 6 3 auf die siebente Decimalstelle 
keinen Einfluss ausübt, so sind in diesen sieben Stellen die 
Grössen 1 und 1 — \ gar nicht verschieden ; folglich ist dann 
auch cos d = l zu setzen. Aus der Bedingung 


folgt aber 

d <^, d. h. d <0,0004472, 

oder in Graden ausgedrückt: d < 0° l' 33", und es ist daher der 
Cosinus eines kleineren Winkels auf sieben Decimalen genau der 
Einheit gleich. Denken wir uns ferner in Nr. 2. d so klein, 
dass 


x 

■i 


d 3 <r ^ Ü0 

IO 1 »’ 


so stimmen die Grössen d und d — | d 3 in sieben Decimalen 
überein und mithin ist daun sin d = d. Aus der obigen Un- 
gleichung folgt aber 

d < d. h. d< 0,0058480, 


oder in Graden: 


d < 0° 20' 6", 

und es ist daher der Sinus eines kleineren Winkels auf sieben 
Decimalen genau dem zugehörigen Bogen gleich. 

Die gemachten Bemerkungen bieten ein leichtes Mittel dar, 
um den Anfang einer trigonometrischen Tafel, nämlich die Func- 
tionen ;Fon l', 2', . . . bis 20' zu berechnen, indem man zunächst 
die Sinus aus der Gleichung sin d = d und aus diesen die 
übrigen Functionen bestimmt. Um nun weiter zu gelangen, 
kann man sich der Formeln für sin ( a -}- ß) und cos (a -f- ß) 
bedienen, denen man in dem Falle, wo ß sehr klein ist, eine 
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18 ? 

bequemere Form geben kann. Setzen wir nämlich in der 
Gleichung 

sin (a -f- d) = sin a cos 6 cos a sin d 

für cos d und sind die Grössen l und 6, welche mehr als jene 
betragen, so ist 

3) sin (a -f- d) <C sin ce -f- d cos cc ; 

setzen wir dagegen 1 — |d* für cosä und d — > d 3 für sind, 
so haben wir zu wenig genommen und es ist 

sin (ce -f- d) sinct (1 — £d 2 ) -f- (d — \ d 3 ) cosa, 

oder 

4) sin (a -f- d) sin a -f- d cos a 

— %d* sin cc — .J d 3 cosa. 

Beträgt nun d so wenig, dass Jd 2 auf die siebente Decimalstelle 
keinen Einfluss hat, ist also, wie früher, d<0°l'33", so haben 
wir um so mehr 

sin« <jQ 7 » 

|d 3 cosa < 

und folglich sind bei einer auf sieben Decimalstellen geführten 
Rechnung die rechten Seiten der Ungleichungen 3. und 4. nicht 
von einander verschieden, d. h. 

5) sin (« -f- d) = sin u d cos cc, 

wonach sich aus dem Sinus und Cosinus des Winkels « der 
Sinus von « -f d sehr leicht berechnen lässt, sobald nur d <0° 1' 33" 
ist. Ein ganz ähnliches Verfahren lässt sich für den Cosinus 
anwenden. Aus der Gleichung 

cos (a -(- d) = cos a cos d — sin a sind 
folgt nämlich, wenn der Minuendus zu gross und der Subtrahen- 
dus zu klein genommen wird, 

COS (a -f- d) <C. cosa — (d — |d 3 ) sin u, 

oder 

6) cos (« -|- d) < cosa — dsina 

, -)- J d 3 since, 

und wenn umgekehrt der Minuendus zu klein und der Subtra- 
hendus zu gross genommen wird. 

cos (cc + d) cosa (1 — ^ d 2 ) — d sin a, 

oder 
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7) COS (a -f- d) cos a — 6 sin a 

— ^(J 8 cosa. 

Für i d 8 < 10 ,- stimmen die beiden rechten Seiten der Unglei- 
chungen 6. und 7. auf sieben Decimalen überein, und daher ist 
bei dieser Genauigkeit für d<0°l'33" 

8) cos (a -f- d) = cos ce — 6 sin ct. 

Ebenso leicht würde man zu den entsprechenden Formeln 


9) sin ( a — d) = sin a — cF cos a, 

10) cos (ct — J) = cosa -f- d sin oc 

gelangen können, indem mau entweder von den Formeln für 
sin (a 6) und cos (a -|- <T) ausgeht, oder in den Gleichungen 
5. und 8. 6 negativ nimmt. 


Fig. 140. 



Um den Gebrauch der vorigen Formeln 
an einem Beispiele zu zeigen, wollen wir 
vorerst den Zusammenhang zwischen dem 
Sinus und dem Umfange eines regelmässigen 
Sehnenvielecks entwickeln. Für Z AOP = u 
ist nämlich Z POT = 2m, PT — Chord 2 u 
und wegen MP — \PT 
sinn = 1 Chord ‘iu. 

180° 


Nehmen wir den beliebigen Winkel w gleich 

ganze positive Zahl bedeuten möge, so wird 

• 1800 , m j 360° . 

sin = ! Chord = i s„ , 

n - n 8 


wo n eine 


wenn wir, wie früher, unter s„ die Seite des regulären Sehnen- 
vielecks von n Seiten verstehen. Führen wir statt s n den Umfang 
= n s„ in die vorige Formel ein, so ist jetzt 


12 ) 



f» 

2 n* 


Durch eine vollkommen ähnliche und ebenso einfache Betrach- 
tung überzeugt man sich von der Richtigkeit der Gleichung 

13) 


. 180° t«„ 

tan — 

« 2 n 


worin u u den Umfang des regelmässigen Tangenten Vielecks von 
n Seiten bezeichnet. Der HalbmessSr des Kreises ist dabei-, 
wie immer, = 1. 
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Nehmen wir beispielsweis n = 192, so kennen wir den 
Werth von e„ aus der Tabelle in § 32, und wir haben daher 
. 180° 2.3,1414524 

Sm 192 — 2 . 192 ’ 

oder, wenn die Divisionen beiderseits ausgeführt werden, 
sin (0° 56' 15") = 0,0163617, 
und ebenso findet man aus der Formel 13. 

tan (0° 56' 15") = 0,0163639. 

Dividirt mau den Sinus durch die Tangente, so ergiebt sich 
der Cosinus: 

cos (0° 56' 15") = 0,9998662. 

Um hieraus den Sinus von einem Grade zu finden, müssen wir 
den Winkel 0° 56' 15" um 0° 3' 45" zunehmen lassen; setzen 
wir nun in den Formeln 3. und 4. a — 0° 56' 15" und 
ö = 0° 3' 45" ' oder in Tlieilen des Halbmessers ausgedrückt 
6 = 0,0010908, so haben wir 

sin 1°< 0,0163617 + (0,0010908) . (0,9998662) 

und 

sin 1»> 0,0163617 -f- (0,0010908) . (0,9998662) 

— £(0, 0010908 ) 2 . (0,0163617) 

— £(0,0010908)® . (0,9998662). 

Man sieht aber sehr leicht, dass die negativen Glieder auf die 
siebente Decimalstelle keinen Einfluss ausüben können, und da- 
her ist auf sieben Decimalen genau 

sin 1° = 0,0163617 +(0,0010908) .(0,9998662) 

= 0,0163617 + 0,0010907, 

d. h. 

sin 1° = 0,0174524. 

Hieraus lassen sich nun unmittelbar die übrigen trigonometrischen 
Functionen desselben Winkels ableiten; wendet man nachher die 
Formeln für sin (ci -f- ß) und cos (a + ß) an, indem man ß = 1 0 
und « der Reihe nach = 1°, 2°, 3° . . . setzt, so kann man 
zu den Sinus und Cosinus der Winkel aller ganzen Grade ge- 
langen. Die Sinus und Cosinus derjenigen Winkel, welche 
zwischen zwei ganzen Graden liegen, lassen sich ebenso successiv 
mittelst der einfacheren Formeln 5., 7., 9. und 10. berechnen. 
Dieselben Formeln dienen auch zur Einschaltung, d. h. zur 
Aufsuchung des Sinus und Cosinus eines Winkels, welcher nicht 
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unmittelbar in den gewöhnlichen nach Minuten fortschreitenden 
Tafeln vorkommt, sondern um weniger als l' von einem in den 
Tafeln stehenden Winkel verschieden ist. 


Cap. IX. 

Die Berechnung des Dreiecks. 


§ 45 . 

Die Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks. 

Zur Bestimmung des rechtwinkligen Dreiecks reichen schon 
zwei (ausser dem rechten Winkel) gegebene Stöcke hin, und es 
handelt sich folglich jedesmal um die Berechnung eines dritten 
Stückes. Diese ist sehr leicht, wenn man berücksichtigt, dass 
in den Definitionen der trigonometrischen Functionen alle mög- 


Fig. 141. 



liehen Seitenverhältnisse und ein Winkel Vor- 
kommen, und man hat sich daher nur an jene 
. Formeln zu halten. Um dies genauer zu erörtern, 
sei in dem rechtwinkligen Dreiecke ABC BC = a, 
AC = b, AB — c, so dass also die gleich- 
namigen Seiten und Winkel einander gegenüber 


liegen, so gelten folgende Gleichungen: 


1 ) 

2 ) 

3 ) 

4 ) 

5 ) 

6 ) 


sin B = — = cos A , 
c 

cosB — — = sin A , 
c 

tanB = — = cotA, 

a 

cotB — A — tanA, 


sec B = — = esc A , 
a 

cscB — r = secA. 
b 


welche in folgender Weise zur Auflösung der das -rechtwinklige 
Dreieck betreffenden Aufgaben benutzt werden können. 
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I. Gegeben seien die beiden Katheten a und b. 
Hier könnte man erstlich die Hypotenuse c suchen, was 

aber keine Aufgabe der Trigonometrie ist, da dem Pythagoräischen 
Satze zufolge die Gleichung gilt 

7) c — + b *. 

Zweitens sind die Winkel B und A zu bestimmen; B findet 
sich unmittelbar mit Hilfe der Gleichung 3., und zwar wenden 
wir uns gerade an diese, weil in ihr die beiden gegebenen Ka- 
theten a, l und der gesuchte Winkel B Vorkommen; also ist 

8) tan B = — 

und die trigonometrischen Tafeln verhelfen jetzt unmittelbar 
zur Kenntniss von B. Um noch A zu bestimmen, kann man 
sich an die Gleichung A — 90° — B halten, welche jedoch 
voraussetzt, dass B nach der obigen Formel schon berechnet 
sei; will man dagegen A unmittelbar erhalten, so ist nur zu 
berücksichtigen, dass die Beziehung tan A = tan (90° — B) 
= cotB statt findet, zufolge deren nach Nr. 4. sein muss 

9) tan A — 

II. Gegeben: Die Hypotenuse c und die anlie- 
gende Kathete a. 

Um zunächst die andere Kathete b zu bestimmen, ist nach 
dem Pythagoräischen Lehrsätze: 

10) b = tfc 1 — « 2 = \ /(c + «)(c — a). 

Der von den gegebenen Seiten eingeschlossene Winkel B findet 
sich nach Formel 2., nämlich 

11 ) cosB = 

und der letzte Winkel A aus der Bemerkung, dass A = 90° — B. 
folglich sinA — cosB sein muss; man hat dann 

12) * sinA = 

Da sich die Sinus und Cosinus langsamer ändern als die Tan- 
genten und Cotangenten, was besonders in der Nähe von 0° und 
90° sehr in die Augen fällt, so ist es oft vorth eilhafter, einen 
Winkel durch die letzteren als durch die ersteren trigonome- 
trischen Functionen zu bestimmen, w r eil die Bestimmung durch 


Digitized by Googl 



20-2 


Tangente oder Cotangente aus dem genannten Grande schärfer 
sein muss. Ein paar Formeln zu diesem Zwecke ergeben sich 
auf der Stelle, wenn man den Werth von b aus Nr. 10. in 
Nr. 3. oder Nr. 4. substituirt und nachher bemerkt, dass 
tanA = cotB oder cotA — tanB ist; man erhält so 

13) tanB = ^-+- a ^~ a) — C otA, 

' a 

14) cotB -= a = tan A. 

/(c + a) ( c — a ) 

III. Gegeben: Die Kathete a und der anlie- 
gende Winkel B. 

Der andere spitze Winkel A findet sich ohne Trigonometrie 
= 90° — B; wir haben daher noch die andere Kathete b und 
die Hypotenuse c zu berechnen. Hierzu dienen die Formeln 
3. und 5., sobald man b und c darin als Unbekannte ansieht; 
es ergiebt sich dann: 

15) b — a tan B, 

16) c — a sec B — — 

’ cos B 

IV. Gegeben: Die Kathete b und der Gegen- 
winkel B. 

Der Winkel A wird auf dieselbe Weise wie vorhin be- 
stimmt; die andere Kathete a erhält man aus der Gleichung 4., 
nämlich 

17) a = b cotB, 

und die Hypotenuse c findet sich aus Nr. 6.: 

18) c — b cscB. 

V. Gegeben: Die Hypotenuse c und der eine 
anliegende Winkel B. 

Der zweite spitze Winkel A ist wieder = 90° — B ; ferner 
entspringt aus Nr. 2. zur Berechnung der am Winkel B liegen- 
den Kathete a die Formel: 

19) a = ccosB. 

Die dem Winkel B gegenüber liegende Kathete b findet sich 
aus der Gleichung 1., nämlich: 

20) b = csinB. 


— 208 


Die Formeln 7. bis 20. erschöpfen alle Fälle, welche beim recht- 
winkligen Dreiecke Vorkommen können. 

§ 46. 

Die Berechnung des gleichschenkligen Dreiecks. 

Fällt man von der Spitze C eines gleichschenkligen Drei- 
ecks eine Senkrechte CD auf die Basis AB 
desselben, so wird das gleichschenklige Drei- 
eck ABC in zwei kongruente rechtwinklige 
Dreiecke zerlegt und es ist daher unmittel- 
bar einleuchtend, dass alle beim gleich- 
schenkligen Dreiecke vorkommenden Auf- 
gaben durch die Formeln des vorigen Paragraphen lösbar sein 
müssen. Setzen wir AB = c, AC = BC = a und bezeichnen 
wir die Winkel auf dieselbe Weise wie vorhin, so sind folgende 
Fälle zu betrachten. 

I. Gegeben: Der Schenkel a und der Winkel 
an der Spitze C. 

Die Winkel A = B finden sich leicht aus der Gleichung 
C+ A + A = 180°, nämlich: 

1) A = 90° — \C. 

Da LACD = { C und AD = \c ist, so haben wir in dem 
rechtwinkligen Dreiecke ACD 

{c = asin^C, 
oder für die ganze Basis 

2) c = 2a sin j C. 

II. Gegeben: Der Schenkel a und der Winkel 
an der Basis A. 

Der Winkel an der Spitze C ist 

3) C = 180° — 2A, 

wie mau ohne Trigonometrie weiss; die Basis c findet sich aus 
dem rechtwinkligen Dreiecke ACD, worin AD = AC.cosA, 
d. h. \c = acosA ist; nämlich: 

4) c = 2a cosA. 


Fig. 142. 
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III. Gegeben: Die Basis c und der Winkel an 
der Spitze C. 

Der Winkel A wird wieder durch die Formel 1. bestimmt; 
der Schenkel a ergiebt sich aus der Gleichung 2., wenn man 
darin c als bekannt und a als unbekannt ansieht; nämlich: 

5) a = ‘ T , - , = \ccsc 4(7. 

' 2 sin {C 11 

IV. Gegeben: Die Basi"^ c und der Winkel an 
der Basis A. 

Für die Berechnung von C gilt wieder die Formel 3.; der 
Schenkel a wird erhalten, wenn man die Formel 4. umstellt; 
nämlich : 

6 > a ~ 2cwÄ = i csecA - 

Die hier entwickelten sechs Formeln enthalten die Auflösung 
sämmtlicher das gleichschenklige Dreieck betreffenden Aufgaben. 


§ 47. 


Fundamentalformeln zur Berechnung des 
schiefwinkligen Dreiecks. 


Auf ähnliche Weise, wie die Berechnung des gleichschenk- 
ligen Dreiecks auf die Berechnung zweier rechtwinkligen Drei- 
ecke zurückgeführt worden ist, lässt sich auch die Berechnung 
jedes schiefwinkligen Dreiecks bewerkstelligen, indem man von 
der einen Ecke C desselben eine Senkrechte auf die Gegenseite 
Aß fallt. Hierbei sind aber zwei Fälle zu unterscheiden, ob 
nämlich dieses Perpendikel CD innerhalb oder ausserhalb des 
Dreieckes zu liegen kommt, und wir müssen daher, vor der 
Hand wenigstens, die Untersuchung nach diesen 
Fällen theilen. 

Bezeichnen wir die Seiten BC, CA, AB, 
wie sie den Winkeln A, B, C gegenüberliegen, 
mit a, b, c, so ist in dem rechtwinkligen Drei- 
ecke ACD 


Fig. 143. 



A^~ 


n 


X 


CD — AC.sinA = bsinA, 
AD — AC . cos A = bcosA ; 
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ferner in dem rechtwinkligen Dreiecke BCD 

CD — BC.sinB = a sin B. 

BD = BC.cosB — acosB. 

Vergleichen wir die für CD erhaltenen Ausdrücke mit einander, 
so ist 

1) b sin A = asinB. 

Weil ferner AB — AD -j- BD, so haben wir weiter 

2) c = b cosA + fl cosB, 

und dies sind die beiden Fundamentalfonnein der Dreiecksbe- 
rechnung, vorausgesetzt nämlich, dass CD innerhalb des Drei- 
' ecks liegt. Fig- 144 

Für den zweiten Fall, wo CD ausser- 
halb des Dreieckes zu liegen kommt, sei 
Z CBD — B', so ist in dem rechtwink- 
ligen Dreiecke ACD wie oben 1 

CD — AC.sinA — bsinA, 

AD = AC.cosA — bcosA, 
dagegen in dem rechtwinkligen Dreiecke BCD 
CD = BC.sinB' = asinB', 

BD — BC.cosB’ = acosB'. 

Hieraus folgt zunächst wie vorhin 

3) bsinA = asinB' 
und ferner, weil AB — AD — BD ist, 

4) c — bcosA — acosB'. 

Nun war aber B' — 180° — B, wenn B den Dreieckswinkel 
bezeichnet; mithin haben wir 

sinB' — sin (180° — B) = -\-sinB, 
cosB' = cos (180° — B) = — cosB. 

Durch Substitution dieser Werthe fallen die Gleichungen 3. und 
4. mit den Gleichungen 1. und 2. völlig zusammen; die letz- 
teren gelteu daher ganz allgemein, sobald man nur auf die Be- 
deutung achtet, welche nach dem Früheren den trigonometrischen 
Functionen stumpfer Winkel zukommt. 

Wiederholt man die ganze Betrachtung, indem man sich 
auch von B aus auf AC und zuletzt von A aus auf BC Senk- 
rechte herabgelassen denkt, so gelangt man ohne Mühe zu den 
übrigen analogen Gleichungen und man hat dann überhaupt 
folgende sechs Gleichungen: 
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i b sin A — a sin B 
5) | a sin C = c sinA 

I c sin B = b sin C 

( c = b cos A -(- a cos B 
b = a cos G -f c cos A 
a = c cosB -\-b cos C. 

Die ersten drei Gleichungen lassen noch eine etwas veränderte 
Fassung zu; so kann man sie z. B. in die kurze Form 

7t = 6 — • 

sin A sinli sinC 

zusammenziehen. Ebenso leicht ist es, sie in Proportionen zu 
verwandeln; man hat dann 

a:b = sin A: sin B 
a:c = sinA : sin C 
b:c — sinB : sin C, 

oder, in einer compendiöseren Schreibweise dargestellt, 

8) a:b:c — sinA: sin B : sin C, 

d. h. die Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie 
die Sinus der Gegenwinkel. 

Unsere bisherigen Grundformeln für das schiefwinklige Drei- 
eck sind sämmtlich dadurch entstanden, dass wir das Dreieck 
in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt und auf letztere die 
Formeln des § 45 angewendet haben; diese einfache Bemerkung 
lässt vermuthen, dass es nicht überflüssig sein würde, nun auch 
eine Zerlegung in gleichschenklige Dreiecke vorzunehmen und 
letztere nach den Formeln des § 46 zu behandeln. Beschreiben 
wir einen Kreis um das Dreieck und ziehen nach dem Mittel- 
punkte M desselben von den Ecken A, B, C 
aus Gerade, so zerfällt das Dreieck ABC 
in drei gleichschenklige Dreiecke, von denen 
wir nur eines, nämlich AMB, zu betrachten 
brauchen, weil die anderen daraus hervor- 
gehen, wenn man an die Stelle der Seite 
AB = c die übrigen Seiten treten lässt. 
Nun ist AB = 2 AM . sin % AMB, d. h. für AM = r und unter 
der Bemerkung, dass Z AMB — 2 C, mithin J AMB = C ist, 
c = 2rsinC; 


Fig. 145. 
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daraus folgt sehr leicht 

9) 2r=-‘ = 

' ’stnC sinB si n A 

und dies ist ein Commentar zur Gleichung 7., indem mau näm- 
lich erfährt, dass der gemeinschaftliche Betrag jener drei gleichen 
Quotienten den Durchmesser des umschriebenen Kreises darstellt. 

Nach diesen allgemeinen Erörterungen haben wir uns nun 
auf die einzelnen Aufgaben der Dreiecksberechnung einzulassen. 
Bei diesen handelt es sich immer darum, aus drei gegebenen 
Bestimmuugsstücken eines Dreiecks die übrigen drei Stücke zu 
finden, also drei unbekannte Grössen zu bestimmen. Eine der- 
artige Bestimmung würde offenbar keine wesentlichen Schwierig- 
keiten darbieten, wenn man drei Gleichungen hätte, worin jene 
drei Unbekannten vorkämen; in der That aber sind wir im Be- 
sitze von drei solchen Gleichungen; erstlich ist nämlich immer 

10) A + B + C = 180°; 
ferner enthalten die Gleichungen 

11) bsinA = asinB, 

12) c = b cos A + a cos B 

fünf Stücke, nämlich die drei Seiten und zwei Winkel, und wenn 
also drei dieser Stücke gegeben sind, so reichen diese beiden 
Gleichungen schon hin, um die zwei übrigen Stücke zu finden; 
nimmt mau die erste Gleichung noch hinzu, so erhellt auf der 
Stelle die Möglichkeit der Bestimmung aller drei unbekannten 
Stücke des Dreiecks. 


§ 48 . 

Dreiecksberechnung aus einer Seite und 
zwei Winkeln. 

I. Es seien gegeben eine Seite c mit den beiden anliegen- 
den Winkeln A und B. 

Der dritte Winkel G findet sich unmittelbar: 

1) G — 180° — (A -j- B); 

um ferner die beiden Seiten a und b zu bekommen, nehmen 
wir aus der Gleichung 11. des vorigen Paragraphen 

. asinB 

b = 

stnA 
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2) 


3) 


b — 


und substituiren dies in die zweite; es wird dann 

asinB , . n 

c = — ; — 7 - cos A + a cos B. 
sinA 

oder nach Multiplication mit sinA 

csinA = a {sin B cos A cos B sinA} 

= a sm(M -f- B). 

Hieraus erhält man sogleich 

c sin .4 
sin (.4 + B) 

und nach der oben benutzten Gleichung für b 

c sin B 
sin(A + B)' 

Es giebt übrigens noch einen kürzeren Weg, um zu den For- 
meln 2. und 3. zu gelangen; aus den Gleichungen 
asinC — csinA, 
b sin C = c sin B 

folgt nämlich 

_ csinA 

sin C ’ 

, C sin ] 1 

b = — r 7; - , 
smC 

und wenn man C aus der Gleichung 1. nimmt, so ist sinC 
= sin [180° — (H -f B) | = sin (A-\-B), wodurch man wieder 
auf die Formeln 2. und 3. geführt wird. 


II. Es seien gegeben eine Seite n, ein anliegender Winkel 
B und der Gegenwinkel A. 

Für den dritten Winkel C gilt wieder die Formel 1. und 
es bleiben daher noch die beiden Seiten b und c zu bestimmen. 
Von diesen findet sich die erste unmittelbar aus der Gleichung 
11. des vorigen Paragraphen, da unter den gemachten Voraus- 
setzungen b die einzige Unbekannte darin ist; also 
.. , asinB 

' sm A 

Substituiren wir diesen Werth in die Gleichung 12., so ergiebt 
sich c, nämlich 

o sin B 




sin .4 


COS Ä + a cosB 


sin B cos .4 + cos B sin .4 

= a ■ - ^ -7 , 

si n A 
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a sin (A-\- B) 

’ stnA 

Zu dieser Formel hätte man auch kürzer durch Umstellung der 
Formel 2. kommen können, indem man dort umgekehrt a als 
bekannte und c als unbekannte Seite betrachtete. 


§ 49. 

Dreiecksberechnung aus zwei Seiten und 
einem Winkel. 

I. Gegeben seien zwei Seiten b , c und der eingeschlossene 
Winkel A. 

Um zunächst die diitte Seite a zu bestimmen, müssen wir 

aus den Gleichungen 11. und 12. des § 47 den Winkel B 

herausschaffen; ans Nr. 11. folgt nun 

. T , b sin A 

Sinli — 

a 

und wenn wir hieraus den Cosinus von B bestimmen, welcher 
in Nr. 12. vorkommt, so ist 

7J , | V‘sin*A + /«'■ — b* sin* A 

COSli = ± 1/ 1 . = -Ja . 

" a* a 

Durch Substitution dieses Werthes verwandelt sich die Glei- 
chung 12. wie folgt: 

c — bcosA ± a* — b* sin 2 Ä 

und enthält nur noch die Unbekannte a\ durch Umstellung und 
Quadrirnng wird 

a* — b 2 sin* A = (c — b cosA) 2 

= c 2 — 2b c cosA -f- b 2 cos 2 A. 

Bringt man das negative Glied linker Hand auf die rechte 
Seite und berücksichtigt, dass 

b 2 sin*A -)- b 2 cos 2 A = b 2 (sin 2 A -f- cos 9 .4) = h- 
ist. so erhält mau auf der Stelle 

d 2 = b 2 -f- c* — 2 bc cosA 

und durch Ausziehung der Quadratwurzel, welche hier nur posi- 
tiv genommen werden kann*), 

*) Ein kürzerer Weg zur Entwickelung dieser wichtigen Formel ist 
folgender. Nach Formel 31. in § 42 hat man, wenn C für A geschrieben wird, 
sin* (IS + C) — sin 2 IS -4- sin * C + 2 sin IS sin C cos (IS + C ); 

Schl 5 milch, Oeometrii! I. 0. Aull. 14 
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1) a — j/fe 2 + c s — 2bccosA. 

Tim ferner den Winkel B zu bestimmen, ist es das Natürlichste, 

die im Anfänge dieses Paragraphen entwickelte Gleichung zu 

benutzen, indem man für a seinen eben gefundenen Werth sub- 

stituirt; so ergiebt sich 

. b »in A 

smB — ■■ . 

/b 2 -f- c 2 — übccosA 

Eine einfachere Formel erhält man auf folgende Weise: wir 
schreiben die Gleichungen 11. und 12. des § 47 in folgender 
Gestalt : 

asinB — bsinA 


acosB — c — bcosA 

und dividiren nun die erste Gleichung durch die zweite ; es fällt 
dann a weg und wir erhalten 


2) 


• T» b i il'tt A 

tan IS = r j. 

C — 0 cosA 


Um G zu finden, kann man sich daran halten, dass C = 
180° — (A -f- B), folglich 


. r, ii* i tanAA-tanB 

tan C — tan (A + B) = - 

ist, und für tanB seinen eben gefundenen Werth setzen; man 
bekommt hierdurch die Formel 


3 ) 


tan C — 


c sin A 
b — ccosA ’ 


die sich auch kürzer durch Buchstaben Vertauschung aus Nr. 2. 
ableiten lässt. 

Die Formeln 1., 2. und 3. enthalten die vollständige Lösung 
unserer Aufgabe und daher ist für die reine Theorie nichts 
weiter zu verlangen; dagegen bringt aber die Praxis noch eine 
Forderung zum Vorschein : sie will nämlich Formeln , nach 


bei der Anwendung auf das vorliegende Dreieck ist nun 

b c 

sinB — - — sin A , sinC — — sin A, 
a a 

B+C = 180° — A, 

sin (B -f- C) — sin A, cos (B -f- C) — — cosA, 
folglich, wenn man diese Werthe substituirt, 

sin* A = „ sin 2 A + st'n 2 A — 2 -« sin* A cos A. 

a 2 a* a 2 

Nach beiderseitiger Hebung von sin 2 A und Multiplieation mit a 2 wird diese 
Gleichung einerlei mit derjenigen, welche oben vor Nr. 1. steht. 
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welchen die Rechnung möglichst leicht und kurz wird, und sie 
sieht daher solche Formeln am liebsten, welche eine ununter- 
brochene Anwendung der Logarithmen gestatten. Eine solche 
Formel lässt sich für a auf folgendem Wege erhalten. Es ist 
identisch 

a? = (b — c) 8 -f- L 2bc (1 — cosA), 

= (b — c) 8 -f- 4 be sin * J A , 

= (>-«)’{ 

Setzen wir nun den Quotienten 

Abc sin 3 \A 

(ö — cf 

wo </ einen Winkel bedeutet, dessen Grösse sich aus der vor- 
stehenden Gleichung bestimmen lässt, so wird 

a* = ( b — c) 8 { 1 + tan 8 </> } = (b — c)* 

woraus sich nun durch Wurzelausziehung a findet. Der Gang 
der Rechnung ist also jetzt der, dass man erst den Hilfswinkel 
(f mittelst der Formel 

4) tan <j = \Jbc 

bestimmt und daraus die Seite a herleitet, nämlich: 

5) a 


tan 1 (f , 


1 

COS 3 <f' 


b — c 
cosip ' 


Um nun auch eine Formel zur logarithmischcn Berechnung 
der Winkel B und C zu erhalten, bilden wir die Summe und 
die Differenz der beiden Gleichungen 

b sitiB 3 c sinC 


oi n 1 u 

= . und — = 

sin A a 


sin A ‘ 


es ergiebt sich dann 


b-\- c sinB + sinC 

u sin A ’ 

b — c sinB — sinC _ 

a st'n^ ’ 

ferner durch Division unter Anwendung von Formel 25. in § 42: 
5 + c _ sinB±sinC = t(m ^ {B+C ) Cot{ (B — C). 

Nun aber ist B -}- C bekannt , nämlich = 180" — A, mithin 
tan J (B -f- C) — tan (90° — J Ä) — cot }A, und folglich 

l~c = cotlAcotHB-C) = 

14* 
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aus dieser Gleichung findet man sogleich 

6) tan{{B— C) = b b ~ e c cotiA, 

womit die halbe Differenz der unbekannten Winkel B und C 
bestimmt wird. Da aber die halbe Summe dieser Winkel schon 
bekannt = 90° — 4 A ist, so ergeben sich jetzt die Winkel 
B und C selber ohne Mühe. 

Für die Praxis ist es übrigens am bequemsten, zunächst 
die Winkel B, C zu bestimmen und nachher die Seite a mittelst 
der Proportion sin B : sin A = bia zu berechnen. 

II. Gegeben seieu zwei Seiten a, b und ein Gegenwinkel A. 
Die Gleichungen 11. und 12. in § 47 enthalten in diesem 
Falle die beiden Unbekannten c und B\ substituirt man cosB 
aus der ersten Gleichung in die zweite, so hat man durch ganz 
dasselbe Verfahren w T ie in I. 

7) c = b cosA ± \/a* — 6* sin*A. 

Hier unterscheiden wir nun, ob a > b, oder a = b, oder 
ist. Im ersteren Falle haben wir h- < a 2 , oder 
b 2 ( cos 2 A + sin*A) < 
mithin durch Transposition 

b 2 cos? A «- — b 2 sin 2 A, 

und durch Ausziehung der Quadratwurzel 

b cosA <C. \J o 2 — b 2 sin* A. 

Wir können daher in Nr. 7. für a^>b nur das positive Vor- 
zeichen gebrauchen, weil sonst c negativ ausfalleu würde, was 
der Natur der Sache nach unmöglich ist: also haben wir 

8) c = b cosA -|- — b* sin 2 A ; a b, 

und es findet demnach keine Zweideutigkeit statt, wenn der 
gegebene Winkel (A) der grösseren von den gegebenen Seiten 
(a) gegenüberliegt. 

Im zweiten Falle h — a ist das Dreieck gleichschenklig und 
b — a cos A ± | / a* — a* sin 2 Ä 
= a cosA ± a cosA. 

Hier darf wieder nur das obere Zeichen genommen werden, weil 
die Basis c des gleichschenkligen Dreiecks nicht Null sein kann. 

In dem dritten Falle a<^b unterscheiden wir drei Unterfalle; 
da nämlich b sin A weniger als b beträgt, so kann a entweder 
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zwischen b und bsinA zu liegen kommen (b^>a^>b sin A ) , 
oder es kann a — bsinA, oder eudlich a<C_b sin A sein. 
Im ersten Unterfalle ist a 2 > b 2 sin 2 A, a 2 — b 2 sin 2 A positiv, 
die Wurzel daraus möglich und zugleich überzeugt man sich 
durch ähnliche Schlüsse wie vorhin, dass 

b cos A^>\/ a 2 — b 2 sin 2 Ä 

ist: hier bleibt es nun unentschieden, ob man in Nr. 7. das 
positive oder negative Vorzeichen nehmen soll; der Pall a<^_b 
und zugleich a^> bsinA ist daher zweideutig, weil ebensowohl 
c = b cosA -f- \J a* — b 2 sin 2 A, 
wie c = b cos A — ^a 2 — Ü 2 sin 2 A 
gesetzt werden kann, und es ist dies der schon in § 8, II. be- 
handelte Fall. 

Für a — b sin A wird sehr einfach a 2 — b 2 sin 2 A — 0, 
mithin ohne Zweideutigkeit c = bcosA; in diesem Falle ist 
das Dreieck rechtwinklig. 

Für u<Cb sinA wird die Diß'erenz a 2 — b 2 sin 2 A negativ, 
mithin die Quadratwurzel daraus unmöglich, und folglich giebt 
es jetzt kein mögliches c, d. h. kein Dreieck mit den ver- 
langten Stücken. 

Stellen wir alle Fälle zusammen, so ist 
c eindeutig für a 5? b, 

c zweideutig für a<Üb und zugleich a^>b sinA, 
c eindeutig für a = b sinA, 
c unmöglich für a<^b sin A. 

Zur Bestimmung des Winkels B dient die Gleichung bsinA 
= a sinB unmittelbar, nämlich sie giebt, wie schon erwähnt, 

9) SinB = b8i - nA -, 

auch diese Formel ist im Allgemeinen zweideutig, weil zu einem 
gegebenen Sinus ebensowohl ein spitzer Winkel B, als ein 
stumpfer 180° — B gehören kann; diese Zweideutigkeit findet 
nicht statt, wenn nur ein Dreieck möglich, mithin c eindeutig 
ist, also in den Fällen u > b und a — bsinA, wobei im letz- 
teren Falle B = 90°. 

Der dritte Winkel G bestimmt sich durch die Gleichung 
C = 180° — {A -j- B). Für die Praxis ist es am bequemsten, 
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die Winkel A und B zuerst aufzusuchen und nachher c mittelst 
der Proportion sin A : sin C = a:c abzuleiten. 


§ 50. 

Dreiecksberecb nung aus den drei Seiten. 


Die Gleichungen 11. und 12. des § 48 enthalten jetzt die 
beiden Unbekannten A und B\ sucht man sin B aus der ersten 
Gleichung, bestimmt dann cos B und substituirt dies in die 
zweite, so enthält letztere nur noch die Unbekannte A. Die 
genannte Substitution haben wir schon im vorigen Paragraphen 
ausgeführt und sie giebt nach der vor Nr. 1. in § 49 vorher- 
gehenden Gleichung 

a* = 6* -j- c 2 — 2 bc cosA, 
oder, wenn man die Unbekannte cosA sucht, 


1 ) 


cos A = 


b* + c 3 — rt 1 
2 bc ‘ 


So einfach diese Formel ist, so wenig eignet sie sich zur un- 
unterbrochenen logarithmischen Itechnung, und wir müssen daher 
auf eine Umwandlung der Formel selbst bedacht sein. 

Addirt man die Einheit zu beiden Seiten der Gleichung l. 
und berücksichtigt dabei die Formel 

1 -j- cosA = 2 cos * £ A, 
so ergiebt sich auf der Stelle 

2 cos^A = 8 »« + *+*-* = <* + «£=* 

1 Übe 2 bc 

und durch Zerlegung der Quadratdifferenz in ein Product 
cos 2 \ A = {b + c + a )j : b +- c - a \ 
woraus auf der Stelle die brauchbare Formel 


Z) 


cos - A = -l/"' fc + oHh+c-«) 


folgt; trotz des Wurzelzeichens ist hier doch keine Zweideutig- 
keit vorhanden, weil die Hälfte von irgend einem Winkel irgend 
eines Dreiecks jederzeit einen spitzen Winkel ausmacht und 
folglich die trigonometrischen Functionen des letzteren immer 
positiv sein müssen. 

Subtrahirt man beide Seiten der Gleichung 1. von der Ein- 
heit und berücksichtigt zugleich die Formel 
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so wird 


2 sin * | A — 


215 

- cos A = 2 st»* 1 A, 

■2bc — 6* — c 1 ar . oi 1 — (6 — c) 1 


26c 


26c 


und durch Zerlegung der Quadratdifferenz 

sin^A = ( « + >-e)(«-l± c) < 

* 46c 

Hieraus fliesst unmittelbar die Formel 

, i/(o + 6 — c) (a — 6 + c) 


3) 


sin £ yl 


6c 


Die beiden Formeln 2. und 3. lassen sich leicht zu neuen Resul- 
taten verbinden ; so folgt aus der Formel sin A = 2 sin £ A cos { A, 
indem man für sin %A und cos { A die oben gefundenen Werthe 
setzt. 

A /(« + * + «)(—' a + b + c)(a — b+c)(a + b— c) 

4 > *" , ‘ 4 — 26c 

ferner, wenn man die Gleichung 3. durch 2. dividirt, 


, * i/ (o— 6 + c) (o + 6 — c) 

* v („ 4-6 + c) (— o + 6+c) 


l/(<* + 6 + c) ( — a + 6 + c) 
’ (a — 6 + c) (fi + b- - c) 


5) tan 
und umgekehrt 

6) cot j A 

Die gefundenen Formeln erhalten eine noch bessere Gestalt, 
wenn man die halbe Summe der drei Seiten in Rechnung bringt; 
nennen wir dieselbe s, so ist 

a + b -|- c = 2s, 

— a b -f- c = 2 (s — o) , 

a — b -f- c — 2 (s — b ) , 

a -f- b — c = 2 (s — c) , 

und nun erhalten wir statt der Formeln 4., 5. und 6. die 
folgenden : 


7) 

8) 
9 ) 


sinA — 


2 Vs (.« — a) (s — 6) (s — c) 
6c 


tan i A = 

cot\A = i / 

‘ y (s— 6) (s— c) ’ 


welche zur Berechnung des Winkels A sehr bequem sind. 
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§ 51. 

Die Berechnung der Dreiecksfläche. 


Die Fläche des Dreiecks ABC ist jederzeit die Hälfte des 
Productes aus den Längeuzahlen der Geraden AB und CD ; 

von diesen Längenzahlen können jvir die erste 
AB = c immer als bekannt ansehen, weil 
zur Bestimmung des Dreiecks wenigstens eine 
Seite nothwendig ist, und es handelt sich da- 
her noch um die Bestimmung von CD. Nach 
dem Früheren haben wir nun CD = b sin A 
oder auch CD = asinB, und also kann mau die Dreiecks- 
fläche. welche F heissen möge, nach einer der beiden Formeln 


Fig. 14G. 



1 ) 

2) 


y cb sinA 


F = 


ca sin B 


berechnen. Dies ist unmittelbar möglich, sobald c, b, A oder 
c, b, B selbst gegeben sind; ausserdem muss man die nicht 
gegebenen Grössen erst ausmitteln. Dies giebt folgende Fälle. 


Ä , 


I. Aus einer Seite c und den beiden anliegenden Winkeln 
B findet man zunächst 

j c sin B 

sin (A -j- B) ' 


und mithin nach Nr. 1. 

3) F 


c s sin AsinB 
‘2 sin ( A + B) ' 


II. Ist eine Seite c gegeben , der anliegende Winkel 
A und der Gegenwinkel C, so ist vermöge der Proportion 
sin C : sin A = c:a 

c sin A 

sin C ’ 

ferner 

sinB — sin [180 c ’ — {A -)- C)] = sin {A + C) 
und mithin durch Substitution in Nr. 2. 


4) 


F = 


c 1 sin A sin (A + C) 
2 sin C~ 
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III. Für den Fall, dass zwei Seiten b, c und der einge- 
schlossene Winkel A gegeben sind, dient die Formel 1. un- 
mittelbar, nämlich 

,, bcsinA 

5) 1 = § ‘ 

IV. Aus zwei Seiten a, b uud einem Gegenwinkel A be- 
rechnet man zuerst c nach der Formel 

c = bcosA ± l/a 2 — b*sin*A , 
und nun giebt die Formel 1. 

6) F = {b sin A [i> cos A ± y/a* — JA &in*A ] , 

wobei wieder die in § 49 erwähnten Fälle zu berücksichtigen sind. 

V. Kennt man sämmtliche Seiten des Dreiecks, so ist 

sinA = * V ' S ~ c) 

bc ’ 

und wenn man dies in Nr. l. substituirt, so kommt man auf 
die Formel 

7) F — ]/s (s — a) (s — b) (s — c), 

welche wir schon in § 17 unabhängig von der Trigonometrie 
entwickelt haben. 


Cap. X. 

Oie Berechnung der Vielecke. 

§ 52. 

Die Berechnung des Vierecks. 

Nenuen wir die vier Seiten eines beliebigen Vierecks a, b, 
c, d, die Diagonalen f, g, und die Winkel 
der Reihe nach A, B, C, I), so lassen sich 
leicht fünf Gleichungen zwischen diesen zehn 
Grössen aufstelleu; es ist nämlich 
1) A + B + C + D = 360*; 
die vier anderen Gleichungen entspringen 
aus der Bemerkung, dass das Viereck AB CD 
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vier verschiedene Dreiecke, nämlich ABC, BCD, CDA und 
DAB, in sich enthält; in dem Dreieck ABC, wo AB = a, 
BC = b und CA = f ist, haben wir nun 

2) a* - \-b* — 2 ab cos B — p, 

ferner in dem Dreiecke BCD, worin BG — b, CD — c, 
DB — g ist, 

3) b* -f- c* — 2 bc cos C — g % ; 

aus dem Dreiecke CDA, worin CD — c, DA — d, AC = f, 
erhalten wir weiter 

4) c* -j- cP — 2 cd cos D = p, 

endlich aus dem Dreiecke DAB, welches die Seiten DA = d, 
AB — a und BD = g besitzt, 

5) d* -f*- o* — 2 da cosA = g 3 . 

Die hier aufgestellten fünf Gleichungen reichen zur Be- 
rechnung des Vierecks jederzeit hin; sie enthalten nämlich zehn 
Grössen ; zur Bestimmung des Vierecks gehören fünf Stücke , und 
folglich sind in den obigen Gleichungen fünf bekannte, und fünf 
unbekannte Grössen vorhanden, von denen die letzteren sich voll- 
ständig eliminiren lassen müssen, weil die Anzahl der Glei- 
chungen ebenso gross ist, als die der Unbekannten. 

Wenn z. B. die vier Seiten des Vierecks und der Winkel 
A gegeben sind, so findet man die übrigen drei Winkel B, C, D 
auf folgendem Wege. Aus der Vergleichung von 3. und 6. er- 
giebt sich 

d* + a* — 2 da cosA = 6* -f- c* — 2bc cosC, 
worin nur C unbekannt ist; man findet hieraus 

n & s + c ä — a 4 — (U + 2ad cos A 

6) cos C = 2bc T 

und hiermit C selbst. Ferner folgt aus der Vergleichung von 
Nr. 2. und Nr. 4. 

c* + d‘ — ‘icd cosD — a? -j- b* — 2 ab cosB, 
und hierin sind noch zwei Unbekannte D und B vorhanden, 
von welchen sich aber die eine wegschaffen lässt; aus Nr. l. 
folgt nämlich 

71 D — 360° — (A + B+ 0), 

also 

cos D — cos (A C + B) , 

und wenn wir A -f- C zur Abkürzung mit E bezeichnen, so ist 
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E eine bekannte Grösse, weil A von Hause aus gegeben und 
C mittelst der Formel 6. bestimmt ist. Wir haben dann, in- 
dem wir cos (E -f- B) für cos 1 ') setzen, 

c 2 -j- cP — 2 cd cos (E 4 - B) = a a + b* — 2 ab cosB, 
und hier kommt nur noch die eine Unbekannte B vor. Durch 
Zerlegung von cos (E + B) wird nun weiter 

+ — 2 cd cos E cos B + 2 cd sin E sin B 

— a* -f- b* — 2 ab cos B, 

oder 

8) 2 (ab — cd cos E) cos B -}- 2 cd sin E sin B 

— a 2 4. & _ C 8 _ ^ 

und wenn man cos B und sin B durch tun B ausdrückt, so 
findet man nach beiderseitiger Multiplication mit j/l -|- tan 2 B 

9) 2 (ab — cd cosE) + 2 cd sin E tan B 
— («* 4. ft* _ C 2 _ ( j2) \/i+ton*B. 

In dieser Gleichung ist tan B die einzige Unbekannte und leicht 
zu bestimmen, wenn man beiderseits quadrirt, wodurch man für 
tan B eine gewöhnliche quadratische Gleichung erhält. Ist auf 
diese Weise B gefunden, so ergiebt sich D mittelst der Formel 
D — 360» — (A + G'+ B) = 360° — (E + B). 
und zuletzt kann man noch die Diagonalen f und g aus den 
Formeln 2. und 3. oder 4. und 5. ableiten. 

Die vollständige Entwickelung der hier angedeuteten Elimi- 
nationen, sowie die Erörterung aller das Viereck betreffenden 
Aufgaben, bei welchen aus fünf von den Stücken a, b, c, d, f\ 
g, A , B, C, D die jedesmaligen fünf übrigen bestimmt werden, 
müssen wir übergehen, weil sie allein einen grösseren Kaum 
einnehmen würde, als hier der gesammten Trigonometrie ge- 
widmet werden kann. Dagegen wollen wir noch den Fall eines 
Sehnenvierecks besonders betrachten, weil er einfacher ist und 
za sehr symmetrischen Formeln führt. 

Wie schon früher bemerkt wurde, ist ein Sehnenviereck 
durch vier Stücke, also z. B. seine vier Seiten, bestimmt. Da 
in demselben die Summe zweier Gegenwinkel immer 180° beträgt, 
so ist der vorhin eingeführte Hilfswinkel E = A -f- C — 180°, 
und dadurch nimmt die Gleichung 8. die sehr einfache Gestalt au: 
2 (ab -)- cd) cosB = + ö* — c 2 — 
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woraus unmittelbar folgt 


10 ) 


cos B — 


a- + b- — c 1 


2(a& + cd) 

Um eine für logarithmische Rechnung bequemere Formel zu er- 
halten, addiren wir beiderseits die Einheit; wegen 1 -f cos B 
= 2 cos 2 J B ist dann 

„ 9 , T> 2 ab -{- 2 cd -{- d ! -{- b~ — c ä — d- (« + bf — (c — d)* 

2 COS* jr B — 2 (ab + cd) 2 (et b + cd) 

und durch Zerlegung der Quadratdifferenz in ein Product 

(a + 6 + c — d) {ci -f- b — c d) 


2 (ab -{-cd) 


2 cos 2 \ B = 

und hieraus findet man 

, tj , \/(n + b + c—d)(a + b — c + d) 
11 ) COSiB = iV r. 


ab -{-cd 

Subtrahirt man dagegen beide Seiten der Gleichung von der 
Einheit unter Rücksicht auf die Formel 1 — cosB = 2 sin 2 \ 23, 
so wird 

• u , t> 2 ab + 2 cd — a‘ — 6 ä + c a + (P 

= 2W+cd) 

(c + <?)*— (a — bf 

2(«5 + cd) 

_ (c+d + rt — b) (c + d — a + 6) 

2 (ab-\-cd) ’ 

woraus man sogleich die folgende Formel erhält: 

12 , smi* = ^ EEBJ+ijlßp SM. 

Die Formeln 11. und 12. erhalten eine noch ivortheilhaftere 
Gestalt, wenn man die halbe Summe der vier Seiten mit s be- 
zeichnet, so dass 

ci —j— 5 — c — {— il — 2 s 
ist; man findet dann ohne Mühe 

— a + b + c + d = 2s— ‘2a = 2 (s — «), 
a — b c + d = 2s — 25 = 2 (s — 5), 
ct — 5 — c — |— d — 2 s 2 c — 2 (s c) , 
a + 5 -f c — (l — 2s — 2d = 2 (s — d) , 
und durch Substitution dieser Werthe gegen die Formeln 11. 
und 12. in die folgenden über: 


13) 

14) 


cos J B — |/ 


sinlB = ! /(«-«) (*~b) 
sin n — y ab+cd 


'(g — c) (s— d) 
ub -{-cd ’ 



•>•>1 


Hieraus fliessen weiter die Formeln 

— 1 /(»— c) («—<*) 

' (# — «) (s — 6) ’ 
Formel s/w Ji = 2 s/w 


16) 

und mit Hilfe 
man noch 

17) sin B 


cot J B 


der 


J B cos i B 


erhält 


-“c)(«-rfj 


2 ✓(*-«) (»-&)(«- 

« 6 + c d 

Von diesen Fonnein gestattet die unter Nr. 15. verzeichnete 
eine elegante Constraction des Sehnenvierecks aus seinen vier 
Seiten. Zeichnet man nämlich ein rechtwinkliges Dreieck, dessen 
eine Kathete die mittlere Proportionale zwischen s — a und 
s — b, und dessen andere Kathete die mittlere Proportionale 
zwischen s — c und s — d ist, so muss der Gegenwinkel der 
ersten Kathete = { B sein; man findet dann B durch Ver- 
doppelung dieses Gegenwinkels, worauf nun das ganze Viereck 
leicht zu construiren ist. 

Nennen wir V die Fläche des Sehnenviereeks und berechnen 
dieselbe durch Vereinigung der beiden Dreiecksflächen 
A ABC — i ab sin B, 

A CDA — i c d sin 1) = £cr7s/w(180° — B) = { cd sinB , 
so ist 

jr ~f* Cd • T» 

V = — ^ — sinB, 

und durch Substitution des AVerthes von sin B ergiebt sich jetzt 
die Formel 

V = — a) (s — b) (s — c) (s — d ) , 

zu welcher wir schon früher auf anderem AVege gelangt waren. 


§ 53. 

Trigonometrische Beziehungen bei Projectiouen 
gebrochener Linien. 

Projicirt man eine gebrochene Linie ABC auf eine be- 
liebige ausserhalb derselben liegende Gerade XXx, so setzt sich 
die Projection A'C von ABC aus den Projectionen A'B' und 
B'C' von AB und BC zusammen; die Art und AVeise dieser 
Zusammensetzung bedarf aber einer näheren Discussion, weil 
verschiedene Fälle möglich sind. Denkt man sich nämlich die 
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erste Gerade AB zuerst projicirt, so kann die Projection C' von 
C drei verschiedene Lagen in Beziehung auf 
die Punkte A' und B' einnehmen; sie kann 
ebensowohl in der Verlängerung von A'B' 
(d. h. ausserhalb A'B' auf der Seite von B') 
liegen, oder zwischen A' und B 1 fallen, oder 

endlich auf die Verlängerung von B'A' (d. h. 

f ” B A ausserhalb A'B' auf die Seite von A') zu liegen 
kommen. Diese Fälle untersuchen wir einzeln. 

Bei der ersten Lage, die in obiger Figur dargestellt ist, 
bildet A'C' die Summe von A'B' und B'C; man hat daher 
A'C' = A'B' + B'C’, 

und man kann dies leicht trigonometrisch ausdrücken, wenn 
man AB — a, BC = b setzt und die Winkel in Rechnung 
bringt, welche die Geraden a und b mit der Geraden XX x 
oder Parallelen derselben einschliessen. Ziehen wir nämlich 
AU \\ BV\\ XX! und setzen Z UAB = (a, x), Z VBC = (b, x), 
so ist zufolge der Definition des Cosinus A'B' — a cos (a, x) 
und B'C' = b cos ( b , x) , folglich 

A'C = a cos (a, x) -)- b cos (b, x). 

Im zweiten Falle findet zwischen A'B', B'C und A'C' 
die Beziehung 

A'C' = A'B'— B'C' 
statt ; dabei ist A'B' = a cos (a , x) und 
B’C' — b cos V'BC, wenn V'BC den spitzen 
Winkel bedeutet, den BC mit der Parallelen 
VBV einscliliesst. Bringen wir statt des- 
selben den stumpfen Winkel VBC in Rech- 
nung, so ist cos VBC = — cos VBC, mit- 
hin — B'C = b cos VBC und 
A'C — a cos (a, x) -{- b cos VBC. 

Man erkennt nun augenblicklich, dass diese Gleichung die näm- 
liche Form wie die frühere erhält, wenn man Z VBC mit (6, x) 
bezeichnet, d. h. wenn man die Winkel ( a,x ) und {b. x) , von XXi 
ausgehend, immer nach einer und derselben Drehungs- 
richtung zählt. Die Gleichung 

A'C — a cos ( a , x) -f- b cos ( b , x) 
gilt jetzt für beide Fälle. 


Fig. 149. 
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Bei der dritten Lage von C hat man 
A'C' = B'C'—B'A' = — (A'B'—B'C) 
und dabei ist B'A' = a cos (o, x) , ferner 
B'C' — b cos V'BC == —b cos VBC = 

— 6 cos (6, x) , folglich 

A'C = — [a cos (a, x) -j- b cos (ft, *)] 
oder 

— X'O' = a cos («, x) -|- b cos (ft, x). 

Die rechte Seite stimmt mit der rechten Seite der früheren 
Gleichung überein. Die linke Seite dagegen enthält — A'C 
statt des früheren A'C ; dies erklärt sich aber sehr einfach 
aus dem Umstande, dass jetzt C' rechts von A' liegt, während 
es früher auf der linken Seite war, dass folglich auch A'C 
die entgegengesetzte Lage eingenommen hat. Bezeichnen wir 
also die Projection A'C mit x und rechnen die Winkel immer 
nach derselben Drehungsrichtung, so ist die Formel 
x — acos (a, x) -)- ft cos (ft, x) 

eine ganz allgemeine; der absolute Werth der rechten Seite 
giebt die Länge von x und das Vorzeichen derselben bestimmt 
die Lage von x. 

Die vorigen Betrachtungen lassen sich leicht erweitern, um 
die Projectionen beliebig oft gebrochener Linien zu bestimmen. 
Handelt es sich z. B. um die Projection von ABCD, so denkt 
man sich zunächst die Projection A’C von ABC construirt 
und nimmt nachher die Projection CD' von CD hinzu; es 
wiederholt sich dann die obige Schlussweise. Will man, um 
die Sache möglichst einfach zu haben, das Vorkommen negativer 
Projectionen vermeiden, so braucht mau die Gerade XXj nur 
so zu legen, dass die Punkte B', C', D' u. s. w. sämmtlich 
auf die eine Seite von A' (etwa auf die linke Seite) zu liegen 
kommen. Man gelangt dann ohne Mühe zu folgendem allgemeinen 
Satze: wenn eine beliebige gebrochene Gerade ABCD... MN, 
deren Theile AB = a, BC = 6, CD = c, . . . MN — m 
heissen mögen, auf eine Gerade XX! projicirt wird, so ist die 
Projection A'N' = x durch die Gleichung 1 

1 ) x = a cos (a, x) + b cos (6, ar) -(- ... -(- m cos (m, x) 
bestimmt, vorausgesetzt, dass die Winkel immer in einem und 
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demselben Sinne gezählt, und entgegengesetzte Lagen von x 
durch entgegengesetzte Vorzeichen ausgedrückt werden. 

Für die Projection derselben gebrochenen Linie auf eine 
zweite Gerade YY r hat man auf gleiche Weise 

y = a cos (a, y) + b cos (b, y) -j- . . . -j- ,n cos (>», y), 
und hier ist der besondere Fall von Interesse, wo YYi senk- 
recht auf XX, steht, mithin x die Hauptprojection und y die 
Nebenprojection der gebrochenen Linie darstellt. Denkt man 
sich die Gerade PY, dadurch entstanden, das3 sich die Gerade 
XX, um einen ihrer Punkte gedreht hat und zwar gleichfalls 
in dem Sinne, wie die Winkel (u,x). (b, x) u. s. w. gezählt 
wurden, so ist allgemein 

Z («, y) — 90° — Z («, a;), Z (b, y) — 90° — Z (6, x) u. s. w. 
und daraus ergiebt sich 

2) y = a sin («, x) -f- b sin (b, x) -f- . . . -(- in sin (»t, x). 

Die Sätze 1. und 2. sind für gebrochene Linien ganz das Näm- 
liche, wie die einfachen Gleichungen x = a cos («, x) und 
y — a sin («, ./;) für eine Gerade a. 


§ ü'f- 

Die Fundam entalformelu der Polygouometrie. 

Ein Vieleck Ali CD . . . MNA kann als eine in sich selbst 
zurückkehrende gebrochene Linie betrachtet werden, deren Pro- 
jectionen (in dem obigen Sinne genommen) der Null gleich 
sind; die Formeln des vorigen Paragraphen erleiden daher auch 
Anwendung auf die Vielecke, wenn man x — y — 0 nimmt 
und zu den Seiten AB = a, BC — b, . . . 31N — m noch 
die Seite NA = n hinzutreten lässt. Die betreffenden Glei- 
chungen sind daher; 

0 = a cos (a, x) -j- b cos (6, x) -J- . . . -f- n cos (», x ) , 

0 = a sin ( a , x) + b sin (b, x) + . . . -f n sin (n, x) . 

Durch Einführung der Aussenwinkel des Polygons erhalten diese 
Relationen eine etwas vortheilhaftere Gestalt. Da nämlich die 
Gerade XX, willkührlich gewählt werden darf, so können wir 
auch die letzte Vielecksseite NA dafür nehmen und zugleich 
jede Seite über ihren Endpunkt hinaus verlängern, so dass 
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die Aussenwinkel A^AB — «, B^BC — ß, CiCD — y u. s. w. 
entstehen; es ist dann 
Z (a, x) = ZAiAJS= a 
Z (b, x) = £A,BC=/iA i BB l +/.B i BC 
= a-\-ß 

Z (c, x)=lA/JB = l AM +MCD 
=“ + i 3 +y 

U. S. W. A - 

Die aufgestellten Gleichungen lauten 
jetzt 

0 = a cos a -)- b cos (« -f- ß) + c cos (a -j- ß + /) + • • • • 

+MCOs(« + /S + y + +v), 

0 = a sin a -\-b sin (a -f- ß) -J- c sin (a -j- /? -f- y) -f~ . . . . 

+ n SIW (“ + ß + y + ■ • ■ • + *’)• 

Will man endlich die Winkel A, B, C, ... N des Vielecks 
selber in Rechnung bringen, so hat man nur 

« = 180° — A, ß = 180° — B, y = 180 ° — C, 

zu setzen und erhält auf diese Weise 

1 ) o = acosA — b cos (A -\- B) c cos{A B C ) — ... 

. . . . ± w cos (A -|- 1? -f- C-f- . . . + IV) , 

2) 0 = asinA — bsin(A-\-B)-\-c sin(A-\- B-\-C ) — ... 

. . . . ± n sin(A + B C -\- . . . + N). 

Der Gebrauch, welcher sich von diesen Gleichungen machen 
lässt, ist leicht zu ersehen, wenn man sich erinnert, dass ein 
Vieleck von n Seiten durch 2w — 3 gegebene Stücke bestimmt 
wird, unter denen sich aber nicht sämmtliche n Winkel be- 
finden dürfen. Da nun im Ganzen 2w Hauptbestandtheile (n Seiten 
und n Winkel vorhanden sind, so bedarf man zur Berechnung 
der 2 n — (2 n — 3) unbekannten Stücke dreier Gleichungen, und 
diese haben wir in der That, wenn zu den obigen Gleichungen 
noch die Formel für die Winkelsumme, nämlich: 

3) A+B+C+ ...+N— (2n — 4)7? 
hinzugenommen wird. Die hier entwickelten Relationen reichen 
also zur Berechnung eines Vielecks aus. Im Allgemeinen sind 
dabei folgende Hauptfalle zu unterscheiden: 

1) gegeben n — 1 Winkel und n — 2 Seiten; 

2) gegeben n — -2 Winkel und n — 1 Seiten; 

3) gegeben n — 3 Winkel und n Seiten. 

Schlömilc b, Geometrie I. 5. Auti. 15 


Fig. 151. 
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Wir wollen von jedem dieser Fälle ein Beispiel geben, 
woraus man den Gang der Rechnung entnehmen kann; eine 
vollständige Erörterung aller möglichen Fälle würde die Gränzen 
des vorliegenden Werkes weit überschreiten. 

I. Es seien bekannt die Winkel A, B, und 

die Seiten c, d, . . . n, zu bestimmen folglich der Winkel N und 
die Seiten a, b. 

Aus Nr. 3. findet man sogleich 

N = (2w— 4)P — (A + B+C+ 
und da jetzt die Gleichungen 1. und 2. nur noch die Unbe- 
kannten a und b enthalten, so können wir sie unter den Formen 
acosA — beos(A-\-B)= U, 
asinA — bsin(A -f- B) = V 

darstellen, wo U und V bekannte Grössen sind. Hieraus er- 
geben sich durch gewöhnliche Elimination die Werthe 

Urin (A + JS) — V cos (A+B) 

a si nB ’ 

, UsinA — VcosA 

sin]} 

II. Gegeben B, C, B, . . . M und a, b, c, . ..m; gesucht 
A, N und n. 

Da A-f-J3-(-C+...-|-iV= (2 n — 4) B ist , so wird 
sin (A -f- B -f- . . . + N) = 0 und mithin kann man die Glei- 
chung 2. mit Weglassung des letzten Gliedes in der Form 
a sin A — b sin (A -f- B) -j- c sin (A + B -j- C) — ... 

. . . ± m sin {A -j- B -|- C + . . . + M) = 0 
darstellen ; sie enthält jetzt nur dio eine Unbekannte A, welche leicht 
zu erhalten ist, wenn man überall A ausscheidet. Es wird dann 
sin A [« — b cosB -j- c cos (B C) . . . 

. . . ± m cos (B C -}- . . . -)- M)\ , 

— cosA [b sin B — c sin (B + C) + . . . . 

. . . . ± m sin (B -)- C -f- . . . -f- Af)] = 0 
und hier sind die eingeklammertcn Grössen sammt und sonders 
bekannt. Bezeichnen wir sie mit P und Q, so ist 
P sin A — Q cos A = 0, 

oder 

tanA — 

i 
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woraus A gefunden wird. Hierauf erhält man N aus der 
Gleichung 

N = (2» — 4)P — (A + B + C+... + M), 
endlich n aus der Gleichung 1., indem man berücksichtigt, dass 
cos (A -f- B -f- C + . . . + N) — 1 ist und mithin 

a cos A — b cos ( A — j— P) — j— c cos ( A — |— B — |— C7) — ... 

. . . ± tn cos (A -f - 13 + G + . . -f- M) = ± n. 

III. Gegeben A, B, C, .... K, a, b, c, ... . n, gesucht 
L, M, N. Substituirt inan N aus der Gleichung 

N = (2w— 4)P — {A + B+C+...+M) 
in die beiden Gleichungen 1. und 2., so enthalten letztere nur 
noch zwei Unbekannte, L und M, und zwar ist 
a sinA — bsin(A-\-B)-\-csin(A C ) — ... 

. . ±.lsin(A-{-B-\-C-\- . . -\-L) q zm sin ( A-\-B-\- <7+ ■ • • + Af) = ü. 

acosA — b cos(A-\-B)-\-c cos(A-\-B ± C ) — . . . 

.. ±.lcos(A-\-B-\-C -\- . . +£) j^mcos{A-\-B-\-C . .-\-M)+n=Q, 
oder, wenn man für die bekannten Grössen Abkürzungsbuch- 
staben brauchen will, 

P ± l sin (S-\~L)jf: in sin (S -f- L -f- M) = 0, 

Q ± l cos (S -f- L) q; m cos (S + L -f M ) = qr n, 
woraus sich L und M finden lassen , wenn man S -f- L als 
eine Unbekannte, M als die andere ansieht, die Cosinus und 
Sinus entwickelt und zuletzt Alles durch die Tangenten ausdrückt. 

§ 55. 

Die Fläche des Vielecks. 

Bezeichnen wir die Fläche eines Dreiecks ABC mit F 3t 
die Seiten AB, BC, CA der Reihe nach mit a, b, c, so gilt 
für die Fläche desselben die Formel 

2 = ab sin B, 

oder, wenn wir statt des Dreieckwinkels B den Aussenwinkel 
ß = 180 ° — B in Rechnung bringen, 

1) 2 F 3 = ab sin ß. 

In einem Vierecke AB CB ziehe man die Diagonale AC, so 
zerfällt derselbe in zwei Dreiecke und man hat durch Anwendung 
der obigen Formel 

2 P 4 = ab sin ß + cd sin d, 

15* 
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indem man die Fläche des Vierecks als die Summe zweier Drei- 
ecksflächen ansieht. Hätte das Viereck einen convexen Winkel, 
etwa bei D , so würde die fragliche Fläche nicht Summe, son- 
dern die Differenz jener zwei Dreiecke sein; in diesem Falle 

würde sin d von selbst negativ, und daher bleibt die obige Formel 

auch jetzt noch richtig. Bringen wir nun den Satz 5. des 
vorigen Paragraphen in Anwendung, indem wir, mit b als erster 
Seite anfangend, von der Rechten zur Linken gehen und die 
Seiten rückwärts verlängern, so ist 

0 = b sin y -(- a sin (y + ß) + d sin (y + ß -f- «) 

= b sin y -f- a sin (y -f- ß) — d sin d. 

Hieraus bestimmt sich dsind, und durch Substitution dieses 
Werthes wird 

2) 2 Fi == ab sinß -f - ac sin (ß -}- y) -f- bc sin y. 

In dem Fünfecke ABCDE ziehe man AD, so ist F b — 
Fi + A ADE, also 

2F 6 = ab sinß -f- ac sin (ß -f- y) + bc siny 
-f- de sine. 

Gehen wir von der Seite c als erster aus und wieder von 
der Rechten zur Linken, so ist 

0 = c sin d -f- b sin (d -j- y) -f- a sin (d + y -J- ß) 

+ e sin (d + y + ß -f a), 

oder 

0 = c sin d b sin (d + y) -}- a sin + y + ß) 

— e sin e. 

Hieraus findet sich esine und durch Substitution dieses Werthes ist nun 
2 F b = ab sinß -f- ac sin (ß -f- y) -)- ad sin (ß -j- y -j- d) 

+ bc siny bd sin (y -{- d) 

+ cd sind. 

Mau übersieht ohne Mühe den Fortgang dieser Schlüsse und 
zugleich das Gesetz, nach welchem sich die Flächenformeln bilden. 
Heisst überhaupt F n die Fläche des »-Ecks ABCD . . 2V, so ist 
2 F u =ab sin ß -J- ac sin (ß -f- y) -f . . + am sin (/? + y 

-{-bcsiny -f- bdsin (y + d)-j->.+ bin sin (y +d+..-(- / u), 
+ cd sind -f- ce sin (d -f- e) -j- . . -)- cm sin (d -f- f + . . -f- fi ) , 

H“ 

-j -kl sink -j-Äm si»(i-|-j(i), 

-{-Im sin/*, 
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und es würde nicht die mindeste Schwierigkeit haben, nachzu- 
weisen, dass diese Formel für F u+i gilt, wenn sie für F a richtig 
ist, woraus dann ihre allgemeine Giltigkeit unmittelbar folgt. 


Cap. XI. 

Anwendungen der Trigonometrie auf geodätische Probleme. 


§ 56 . 

Die Aufgabe der Geodäsie. 

Die allgemeine Aufgabe der Geodäsie besteht in der Er- 
mittelung der gegenseitigen Lage von Punkten auf oder über 
der Erdoberfläche, wobei letztere als horizontale Ebene ange- 
sehen werden darf, so lange die horizontalen Entfernungen jener 
Punkte nicht beträchtlich sind. Die Bestimmung des Abstandes 
unzugänglicher Punkte bildet einen speciellen Fall der genannten 
allgemeinen Aufgabe; denn wäre z. B. die Entfernung zweier 
Punkte A und B aufzusuchen, die Möglichkeit einer directen 
Messung von A nach B aber nicht vorhanden, so kann man 
sich A und B mit einem dritten Punkte C zu einem Dreiecke 
ABO verbunden denken, von diesem drei Bestandteile, unter 
denen die Seite AB nicht vorkommt, direct messen und daraus 
AB durch Construction oder trigonometrische Rechnung ableiten. 
In ähnlicher Weise kommt es bei allen geodätischen Problemen 
darauf an, aus den zu bestimmenden und den etwa noch hinzu- 
genommenen Hilfspunkten ein System von Dreiecken zu bilden 
und soviel Stücke unmittelbar zu messen, dass alle Dreiecke 
der Reihe nach bestimmt sind. Da sich eine Partie von Punkten 
auf verschiedene Weisen zu einem Systeme von Dreiecken ver- 
binden lässt, so ist einige Willkür in der Anlage der Arbeit, 
aber es vermindert sich diese Willkürliehkeit wesentlich durch 
zwei Umstände; einerseits verbietet nämlich die Loealität sehr 
häufig die directe Messung mancher Linien und Winkel, anderer- 
seits ist die Messung von Winkeln weit genauer und rascher 
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als die von Geraden ausführbar und es liegt daher im Interesse 
der Genauigkeit, möglichst wenig Linien und möglichst viel 
Winkel agf dem Felde zu messen. 

§ 57. 

Bestimmung der gegenseitigen Lage von drei nicht 
in einer Geraden liegenden Punkten. 

Sind A, B, C die aufzunehmenden Punkte, so kann die 
Bestimmung des Dreiecks ABC entweder durch seine drei 
Seiten oder durch zwei Seiten und einen Winkel 
oder durch eine Seite und zwei Winkel ver- 
mittelt werden. Der ernte Fall setzt die Zu- 
gänglichkeit des ganzen Dreieckumfanges voraus 
und gewährt trotzdem keine scharfe Bestimmung 
der Winkel; er ist daher von keiner praktischen 
Anwendung. Mehr Aufmerksamkeit verdienen die beiden anderen 
Fälle. 

I. Kann man von C aus die Punkte A und B sehen 
und erreichen, so misst man die Seiten CA = b, CB = a 
und den Winkel C; die dritte Seite AB = c bestimmt sich 
dann mittelst der Formel 

1) c — \*<i‘ -f- b - — 2 abcos C. 

Ebenso leicht würde es sein, einen anderen Winkel, etwa B 
statt C, zur Bestimmung des Dreiecks zu benutzen; es ist dann 

2) sinA = C = 180°— {A + B) 

und c wie vorhin. 

Hierin liegt zugleich eine Methode zur mittelbaren Messung 
einer Geraden AB , wenn man nicht direct von A nach B 
messen, wohl aber A und B von einem dritten Punkte C aus 
sehen und erreichen kann. 

II. Die zweite Bestimmung des Dreiecks ABC besteht 
in der Messung einer Seite, etwa AB, und zweier Winkel, 
wodurch alle Winkel bekannt und die übrigen Seiten aus den 
Formeln 

c#inA 7 csinB 


Fig. 152. 
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berechnet oder construirt werden können. Sehr üblich ist die 
Messung der an der „Standlinie“ AB liegenden Winkel (Visiren 
und Schneiden) und es empfiehlt sich dieses Verfahren durch 
die Leichtigkeit, mit der man der Reihe nach die Lage beliebig 
vieler Punkte C, C . . . in Beziehung auf 153. 

AB, mithin auch ihre gegenseitige Lage 
finden kann. Hat man z. B. ausser AB c < 
die Winkel BAC = A, CBA = B, BAG' f 


= A\ C'BA = B' gemessen, so ist für 




< / 


AC= b, BC 


4 ) 


a, AG' = V , BC'—a’ 

c sin A 

~ sin (A -J- B) ’ 
c sin A' 


Ä 






, c sin B 

~~ sin (zi +~B) ’ 

, , c sin B' 

srnLl'-F-BV ' sMA'+B') ’ 
aus a, ci und dem eingeschlossenen Winkel CB C — B — B' 
kann jetzt CG' berechnet werden, ebenso aus b, V und CAC' 
= A ' — A. nämlich 


\ GC = Ya* + a' a — 2 aa cos(B—B') 

\ = tfb* + V»— 2 bb' cos(A—A') . 

Hierin liegt eine Methode zur Messung einer völlig unzugäng- 
lichen Geraden CC\ deren Endpunkte aus zwei anderen bekannten 
Punkten A und B derselben Ebene gesehen werden können. 

Die erwähnte Bestimmung aus einer Seite und zwei Win- 
keln setzt voraus, dass man das Winkelmessinstrument in zwei 
Ecken des Dreiecks aufstellen könne; ist aber diese Aufstellung 
nur in C möglich, so muss ein vierter Punkt zu Hilfe ge- 
nommen werden. 


§ 58 . 

Bestimmung der gegenseitigen Lage von vier 
Punkten in einer Ebene. 

I. Wir betrachten zuerst den Fall, wo der vierte Punkt 
B mit zweien der schon vorhandenen Punkte, etwa mit A und 
B, in gerader Linie liegt, und setzen 
voraus, dass man sich in B aufstellen 
und nach A, B, C visiren könne. Misst 
man die Winkel AGB = «, BGB = ß, 
und einen der beiden Winkel ABC = 6, 
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BBC — 6' = 180° — d, so kennt man die Winkel des Drei- 
ecks ABC , nämlich 

C—a + ß, A = 180° — (a-j-d), B — 180°— (ß + <0> 
da ausserdem AB = c bekannt ist, so hat man 

, n csinj a + d ) , c sin ( ß -f <f') 

' »in (re ß) ’ sin (re + ß) ’ 

und dadurch bestimmt sich zunächst die Lage von C, sowie 
nachher die von D (Seitwärtseinschneiden). 


/A\ 


A v 
* \ 


TD 

/ X 


II. Liegt der vierte Punkt D nicht in einer Geraden 
mit zweien der Punkte A, B, C, so misst man die Winkel 
Pig. 155. ACB = a, BCD = ß, CBA = y, 

4* A B B 1 ABB = tf und kennt jetzt fünf 

f\\ Bestandtheile (c, «, /S, y, d) des 
Vierecks ABBC, welches nun ent- 
/ \ " i c / D weder construirt oder berechnet wer- 

v. den kann. 

Rücksichtlich der Construction bemerken wir zunächst, dass 
C auf einem Kreise liegen muss, der über der Sehne AB be- 
schrieben ist und den Peripheriewinkel « enthält, ebenso D 
auf einem Bogen über AB mit dem Peripheriewinkel 6- beide 
Bögen können sogleich construirt werden. Zieht man noch die 
Gerade BC' nach dem Punkte C", wo CB den ersten Bogen 
zum zweiten Male schneidet, so ist in dem Sehnenviereck ABC’C 
der Aussenwinkel B' BC = Z ACC = «-(-/?; indem man 
also Z B'BC' = a -\- ß nimmt, bestimmt sich auf dem ersten 
Bogen der Punkt C'; auf gleiche Weise erhält man durch 
Z A'AB' — y + d den entsprechenden Punkt auf dem zweiten 
Bogen, und die Verbindungslinie C'B' schneidet beide Bögen 
in den gesuchten Punkten C und B. 

Behufs der Rechnung sei vlG’ = x, BB = y, VB = z, 
/.ABC = f/>, Zj BAB — iß-, in den Dreiecken ACB und 
ACB ist dann 

. 2 sin (re + ß + y) x Mn <p 

’ x siny ’ C «hin' 

mithin durch Multiplication beider Gleichungen 

* (sina + ß + y) • 

— = ; — Sin WZ 

c amasiny T 
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8 ) 


sin d 


sin i/). 


ferner ist in den Dreiecken BBC und BDA 

z sjn(jJ + y-)-4) y sin iß 

y sin ß ' c 

also ähnlich wie vorhin 

z_ sin(ß + y + d) 

C sin ß sind 

Die Vergleichung beider Werthe von -- liefert die Beziehung 

singt sinn siny sin(ß-{- y + d) 

sinip sinß sin d sin (« + ß + y) ’ 
und da noch eine zweite Gleichung zwischen <p und ip existirt, 
nämlich 

SP + = ß + Yt 

so kommt es nur noch auf die Behandlung zweier Gleichungen 
mit zwei Unbekannten an. Um logarithmisch bequeme Formeln 
zu erhalten, führen wir einen Hilfswinkel & ein, der durch die 
Gleichung 

sin n sin y sin (ß + y + d) 


9 ) 


10 ) 


tan & = 


sin ß sin d sin (« 4 - ß y) 
bestimmt wird, und schreiben statt der Gleichung 9. die folgende 

-- — tanit. 
sin iß 

Ziehen wir beiderseits die Einheit ab, so wird 
sin g — sin xp 
sin iß 

ebenso ist entsprechend 

sin g> + sin iß 


= tan & — 1 , 


sin iß 


— tan + 1 ; 


durch Division beider Gleichungen und Anwendung der Formel 25. 
in § 42 ergiebt sich 

tan{(g~iß) _ tan» - 1 _ tnn( a_AKo\ 
tan\(ip + g) ~ tan» + 1 ~ 45 ' 

oder wegen <p -j- ip — ß 4- y 

11) tan £ (<f — 1 p) = tan t) (/? — y) tan (iß — 45°). 

Vermöge der Gleichung 10. ist O bekannt. Die vorstehende 
Formel liefert | (</. — 1 p), und da man j (</< -f- ’/') — i iß + f) 
schon kennt, so findet man jetzt die Winkel <p und ip sehr 
leicht; die Gleichungen 7. und 8. geben schliesslich 


12 ) 

13) e 


x 


_ c singt 


sin« 

c sin (« -f- ß + y) sin g 
sinn siny 


V «... ,r ’ 


c si n iß 
sind 

c sin (ß + y -f rf) sin iß 
sinß sind 
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Hiermit ist zugleich die Aufgabe gelöst: „wenn die Lage 
zweier Punkte A und B schon bekannt ist, die Lage 
zweier andern Punkte C und D durch blosse Winkel- 
messungen an den letzteren zu bestimmen“. 

Beispiel. Für c = 215, « = 85°7', ß = 32°10', 
y = 28° 20', S — 72° 11' findet sich iß = 50°3l'53" 
i{(f -fl p) = 30° 15' 1 (p = 33° 28' 58" 

f (y — xp) = 3° 13' 58" ) ip — 27° 1' 2" 

x = 119,08; xj — 102,6; z — 141,66. 


III. Kennt man die gegenseitige Lage von drei Punkten 
A, B, G, so lässt sich die Lage eines vierten Punktes B durch 
Messung zweier Winkel an B bestimmen ; denn aus den fünf Stücken 
BO = a, AC = b, lACB = y, L BBC = a, lABC = ß 


Fig. 156 . kann das Viereck ACBI) entweder 

construirt oder berechnet werden. 

Die Construction ergiebt sich aus 
der Bemerkung, dass der Punkt D 
ebensowohl auf einem Kreisbogen liegen 
muss, welcher über der Sehne AG mit 
dem Peripheriewinkel ß beschrieben ist, als auf einem Bogen 
über BC mit dem Peripheriewinkel a; der Punkt B ist daher 
der Durchschnitt beider Kreisbögen. 

Für die Rechnung sei BD = x , AB — xj, CB = z , 
Z.CBB = <p , Z CAB = xp, so ist in den Dreiecken BCB 
und AGB 



14) 


,r sin (« + <p) z sin rp 

a sinn ’ a sin« ' 


15) 

die Vergleichung 
der Beziehung 


?/ Bin (.3 -f- V’) B siniO 

b sit ’ b sinj ’ 

der hieraus folgenden Werthe von z führt zu 


asinqi b sin 41 ^ sintp b sin« 

sin a sin ß sin <p a sin ß ‘ 

Andererseits kennt man die Summe der Winkel </ und xp, nämlich 

9 H“ 'P — — (« -f ß -f y); 

es handelt sich daher wie vorhin um die Auflösung zweier Glei- 
chungen mit zwei Unbekannten. Wir setzen zu diesem Zwecke 


16) 


tan iß = 


b sinn 
a sinß 
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und haben so die Beziehung 


«HOC . u 

. ’ = tan&, 

tnn i!> 


= tan (& — 45°); 


aus welcher wie früher folgt 

tan i (t> — tan 9 — 1 

tan | ( <p + y>) tan 9 + 1 

wegen 4 {q> — *p) = 180° — i(« + ß + y) ergieht sich weiter 
17) tan\(<p — ip) — tan [180° — J (a + /? -f- y)] t an — 45*) 
oder was dasselbe ist 


18) tan\((f — U>) = tan J (nt ß -f- y) tan (45° — 5). 

In Verbindung mit 4(</> + t/0 — 180° — i( a +^ + y) 
führt eine der Gleichuugen 17. und 18. zur Kenntniss der 
Winkel y und t p; nachher findet man 


19) 


x 

e 


n«n(i« + qc) 

r- . V = 

Sinn J 

a sin cp h sin C 1 

sin ff sin i J 


b inniß-pyi) 
sinß 


Beispiel. Für a = 312, b = 520, a = 23°25', 
ß = 32° 52', y = 65°27' erhält man V = 5O»40'l7" und 
nach Nr. 17. 


tan % (cp — ip) == tan 119° 8'. tan 5° 40' 17" 
= — ta«60 0 52'.ta»5°40'l7", 


woraus 

Hv — Ip) = —(10» 6' 10", 4); 
es ist also im vorliegenden Falle tp > y, nämlich 

}{ip—<f) = 10°6' 10", 4^ <p = 109° 1'49",6, 

HW + V) = 119° 8' iV= 129° 14' 10", 4, 
x = 579,31; y — 294,46; s = 742,17. 

Die erwähnte Bestimmung eines vierten Punktes durch drei 
schon bekannte Punkte kommt übrigens häufig vor und heisst 
das Rückwärtseinschneiden oder, nach ihrem Erfinder, 
die Pot benot’ sehe Aufgabe. 


§ 59. 

Höhenmessungen. 

Die Aufgabe aller Höllenmessungen besteht darin, den Ab- 
stand eines Punktes von einer horizontalen Ebene zu ermitteln; 
wie bei der Aufnahme unzugänglicher Linien überhaupt, ge- 
schieht auch hier die Auflösung meistens durch Messung einer 
beliebig gewählten Standlinie und gewisser Winkel, welche theils 
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Horizontal-, theils Vertical Winkel (sogen. Elevatiohswinkel) sein 
können. Die hauptsächlichsten Aufgaben dieser Art sind folgende.*) 


I. Wenn es möglich ist, die Standlinie AB — c in eine 
durch die zu messende Höhe CC gehende Vertiealebene zu 


Fig. 157. 






legen, so denke man sich durch den tiefsten 
Punkt A der Standlinie eine horizontale 
Gerade AB'C' gezogen und beobachte in 
A die beiden Elevationswinkel BAG' = s x , 
CAB' — t s und in B den Elevationswinkel 

' L_ = f 8 ; es ist dann aus naheliegenden 

Gründen 


N 


nU-, 


C' 





\ 


I 

I. 

B’ 

Z BAC 


£2 


• (£3 — £1), 


■«i, Z ABC — 180° 

Z ACB = £3 — £ 2 . 

In dem Dreiecke ABC kennt man jetzt eine Seite AB = c 
und die Winkel, man hat folglich 

AC = csin 
»»(« 

und daraus folgt CC ', welches h heissen möge, indem man 
h = AC.sinti und für AC seinen Werth setzt, also 

^ c sin (f 3 — f, ) sin f a 

sin (e s — t a ) 

Man findet hiermit die Höhe von C über der durch A ge- 
legten Horizontalen; will man dagegen den Höhenunterschied 
der Punkte C und B berechnen, so vermindert man entweder h um 
C'B = c sine, oder bestimmt erst BC auf ähnliche Art wie 
vorhin AC und nachher CB mittelst der Formel CB = BCsine 3 . 


20 ) 


II. Lässt sich die Standlinie AB — c nicht in eine 
Vertiealebene, durch C aber doch wenigstens horizontal legen, 
Fig. 158. so misst man an dem einen Endpunkte A 

den Horizontalwinkel C'AB = a und den 
Elevationswinkel C'AC = e, am anderen 
Ende B den Horizontalwinkel ABC — ß. 
In dem horizontalen Dreiecke ABC’ kennt 
man jetzt eine Seite und die Winkel, dar- 
aus folgt 

*) Hinsichtlich der geringen stereomctrischen Vorkenntnissc, welche 
zur Lösung derselben erforderlich sind, verweisen wir auf das erste Capitel 
des zweiten Bandes. 
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A p> csin ß 

sin (« + ß) ’ 

und nun ergiebt sich CC' '= h mittelst der 
AC'tane, nämlich 


21 ) 


c sin ß tan * 
Stn(a + j9) 


Gleichung h = 


III. Der complicirteste Fall tritt ein, 
wenn sich die Standlinie AH = c weder 
in eine Verticalebene mit CC' — h noch 
horizontal legen lässt; in diesem Falle misst 
mau in A den Horizontalwinkel B'AC' — a 
und die beiden Elevationswinkel BAB’ — *j, 

CAC — f s , in B den Horizontalwinkel 
AB'C’ = ß. Aus dem rechtwinkligen Drei- 
ecke ABB' folgt dann 
> AB' = c cos «i , 

und nun verhält sich die Sache ebenso, als wäre die horizontale 
Gerade AB' als Standlinie genommen worden; nach Nr. 21. 
ist nämlich 

, AB' sin ß tan e t 

1 sin («+|J) ’ 

mithin nach Substitution des Werthes von AB' 

2g, h csinß cos £, tan e 4 

»»(« + /}) 

Will man noch die Höhendifferenz der Punkte B und C, so ist 
h um BB' — c sinti zu vermindern. 


Fig. 159. 
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Anhang zur Trigonometrie. 


I. Directe Methode zur Berechnung der 
trigonometrischen Functionen. 

Bei der in § 44 erörterten Berechnungsmethode geht man 
von irgend einem Winkel aus, dessen trigonometrische Functionen 
bekannt sind, und leitet von diesen die Functionen anderer Winkel 
ab; die Methode beruht also auf einer successiven Berechnung. 
Wenn dies auch in praktischer Beziehung, nämlich zur Her- 
stellung trigonometrischer Tafeln, völlig ausreicht, so bleibt doch 
noch die tiefere wissenschaftliche Frage übrig, ob es wohl mög- 
lich sein würde, aus einem gegebenen Winkel u die zugehörigen 
trigonometrischen Functionen direct zu berechneu, ohne die 
Functionen irgend welcher kleinerer oder grösserer Winkel vor- 
her zu kennen. Um diese Frage beantworten zu können, schicken 
wir einige Hilfssätze voraus. 

a. Sind a und b beliebige positive Grössen, m eine ganze 
positive Zahl, so gilt bekanntlich die identische Gleichung 

,,m — hin 

- a Zl ~ a '“ — 1 + a"‘ — * b -f- a m ~ a b 2 -)-... -f- ab 1 "— 2 -f- b m ~ 1 ; 

die grössere der beiden Zahlen a und b sei a; es wird dann die 
rechte Seite zu gross, wenn man statt jedes b das grössere a 
setzt; sie wird dagegen zu klein, wenn man an die Stelle jedes 
a das zu kleine b treten lässt; mithin ist 

ftm — hm _ ftM — hm 

<C_ma m ~ 1 und — — r- 

a — o a — b 

In der ersten Ungleichung nehmen wir a = p, b = p — 1, 
wodurch der Bedingung a^>b genügt wird, und m — h -j- 1 ; 
es ist dann 

— (p— l)*+i k _ 

* + 1 ’ 

aus der zweiten Ungleichung ziehen wir für a — p -(- 1, b — p, 
m = k -f- 1, 

CP + 1)*+ 1 — . k 

Jfc+1 ^ v ' 
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also zusammen 

{p 1)* — p k H- 1 


>P*> 


— (jj — l)* + l 


k + 1 jfc + 1 

Wir setzen hier der Keihe nach p = l, 2, 3 ... n und addiren 
alle entstehenden Ungleichungen; dies giebt bei gehöriger Hebung 

+ 2 , + 3 , + _ + ,,, > 

Lassen wir linker Hand im Zähler — 1 weg, wodurch die Un- 
gleichung stärker wird, und dividiren durchgängig mit n k + 1 , 
so erhalten wir 




l\ k + 1 ^l k + 2 k + 3 k + ...+n* ^ 1 

^ «i-j_ 1 ^ ?• 


+ 1 V n J w* •+■ 1 ^ k -|- 1 ' 

Je grösser n ist, desto weniger diflerirt — von Null und 

desto näher kommt +1 der Einheit; bei unendlich 

wachsenden n können also die beiden äussersten Grössen ein- 
ander beliebig nahe gebracht werden , ihr gemeinschaftlicher 

Gränzwerth ist und dieser muss nun auch der Gränzwerth 

der zwischenliegendeu Grösse sein. Demnach ist für unendlich 
wachsende n: 

l* + 2*+... +n* 1 

»»+i * + l' 


Gränzwerth von 


b. In der Formel 1. des § 43 setzen wir u — - v und 

n 

dividiren beiderseits mit n; dies giebt 


v . 2v , 3v , , n v 

cos h cos h cos 1- . . . 4- cos — 

n n n n 


1 , **(* + 4)- 

2n' _ . v 

2 Mti»;- 

2 n 


2» 




2 n sin 


2 n 


Bei unendlich wachsenden n nähern sich ^ und ■— der ge- 

2 n 2n ° 

meinschaftlichen Gränze Null; weil ferner sind zwischen d und 
d — £ <P liegt, so ist 

V \3 


V . V ^ V , 

2n' >Sm ‘fn' > 2n ~ ^ \2n 
v>2nsin{ n >v.-^, 
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und hieraus geht hervor, dass das Product 2 nsin^ der Gränze 


v zueilt. Nach diesen Bemerkungen zusammen hat man 


2) Gränzwerth von 


v , 2v . . nv 

coa f- cos \- . . . -4- cos — 

n n n 


sinv 

v 


c. In der Formel 3. des § 43 nehmen wir u — — und 

° » 

dividiren beiderseits mit w; dies giebt 

. v , . 2v , .Sv , , . nv 

sin r sin 4- sin -4- ... 4- sm — 

n n n n 


n 



cos (n -f 4) -- 
n 

2 n si n 

2 n 



« • v 
2n sm - 
2 n 


Durch Uebergang zur Gränze für unendlich wachsende n erhält man 


. v , . 2 v , , . nv 

sm - -f - sin -f- . . . -f- sin — 

3) Gränzwerth von — 

1 n 


1 — cosv 

V 


d. Nach diesen Vorbereitungen ist es sehr leicht, aus den 
schon bekannten Ungleichungen 

4) cos v < 1 , 

5) sinv<C.v, 

6) cosv^> 1 — 

beliebig viele neue Ungleichungen herzuleiten, welche eine weit 
genauere Berechnung von cosv und sinv gestatten (v bedeutet 
hier immer den Bogen). Lassen wir nämlich in Nr. 6. der 

Reihe nach — , 2v , 3v , . . . an die Stelle von v treten und 

nnn n 

nehmen das arithmetische Mittel aller entstehenden Ungleichungen, 
so ist 

v . 2e . 3» . , 

C08 h C08 C08 - — + . . . 4- COS — 

nnn n 


>!-*• 


n 

l s + 2 ä + 3 s + ... + n a 5 

's v . 


Diese Relation besteht für jedes noch so grosse n; wenn aber 
n in’s Unendliche wächst, so nähern sich beide Seiten bestimmten 
endlichen Gränzen und es wird nach Nr. 2. und Nr. 1. 


r>l— i«*, 
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7) sin v^>v — v 3 . 

Hier kann wieder das nämliche Verfahren angewendet werden. 

Man lässt nämlich - , 3e , . . . - v an die Stelle von v treten 

nnn n 

und nimmt das arithmetische Mittel aller entstehenden Unglei- 
chungen; dies giebt zunächst 


2t? So 

Wt ~r 

. . nv 

-r . . . H-frm — 

n u 

n 

n 


• + ? v L 

l 3 + 2* + 3* + . . 

2.3 • 

n* 


^ n* 2.3' 

Der Uebergang zur Gränze für unendlich wachsende n liefert 

1— cose^ , 1 , . 


8) cos«<l — 3 4 ^ 4 . 

Man übersieht sogleich, wie sich dieses einfache Verfahren 
fortsetzen lässt; die nächste Ungleichung dieser Art lautet 

sinv 1 , . 1 , 

r < 1 -2-. 3 i;8 + 27075 ü ’ 

oder 

9) sin v <v-±v* + 
darauf erhält mau 

1 — COSV ^ , l „ - 1 . 

r <l«- 2 ; 3 T4 t ’+2T3.X5;^' 

oder 


COSV ^ . 1 « . 1 e 

« < y 2 . 3 . 4 273 .TTSTß *** 


10) cos « > 1 - iv > + 2^4 t, 4 + 2^:576 4,6 

u. s. w. 

Gehörig zusammengestellt sind die Ergebnisse nach Nr. 4., 
6., 8., 10. folgende: 
cos v < 1 , 

cos«> 1 — p 2 , 

11) . , »‘i 

cosv< 1 _ 1 2 + tTäTäTi. 

cos v >1 12 + 1 . 2 . 3 .4 1 . 2' 3 . 4 . 5 . ß 

u. s. w. 

Sciilöraiich, Geometrie I. 5. Aud. I *> 
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44-3 

und nach Nr. 5., 7., 9. 

sin v < y , 

^ v v 3 

swt , 

s»t)< v ® 3 


12 ) 


1 1.2.3 1 1.2. 3. 4. 5' 

f c s , v“ v' 

1.2.3. 4. 5 1.2. ..7 


stn » > -j 12 3 

u. s. w. 


Die Differenzen je zweier auf einander folgenden Ausdrücke 
sind bei den Cosinusfonnein der Reihe nach 
c* »* »• 

1.2’ 1.23.4’ 1.2... 6 ’ ••• 

und bei den Sinusformeln 

v* v h V 1 

1.2.3 * 1.2... 5’ 1.2... 7’ ••• 

also überhaupt von der Form 

V m 

T.2.8...» ‘ 

Beschränken wir uns nun auf spitze Winkel, so ist v 
höchstens gleich dem Quadranten = \tc = 1,57 . . . , mithin 
jedenfalls v <; 2, und folglich 

l-m 


1.2...* < I • t • i • I • • • “< 2 • 1 • (!)“-*< 5 ■ («-; 


ferner hat man nach a. 

(!)— S 

oder 

und umgekehrt 


(l) m > ^(1) 


i 


folglich um so mehr 




i 


5 10 

.2.3. ..m ^ ^ nt . 1 


' woraus unmittelbar hervorgeht, dass der Ausdruck linker Hand 
bei unendlich wachsenden m die Null zur Gränze hat. Die 
vorhin erwähnten Differenzen nehmen also bis zu jedem be- 
liebigen Grade der Kleinheit ab und die Formeln 11. und 12. 
liefern demnach die Werthe von cosv und sinv um so genauer, 
je weiter die Rechnung fortgesetzt wird. 
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Als Beispiel diene die Berechnung von sin 16° 22' 12"8. 
Hier ist 

Are 16° = 0,27925268 
Are 22' = 0,00039954 
Are 12" = 0,00005818 
Are 0"8 = 0,0 0 00038 8 
v — 0,285714287 

mithin nach den Formeln unter Nr. 12. 

sin »<0,28571428 

^=0,00388727 ( — ) 

shi v > 0,28182701 

— 0,00001587 ( + ) 
smv < 0,28184288 

= 0,00000003 ( — ) 

sin v > 0,28184285 

Die beiden letzten Angaben stimmen in sieben Decimalen 
überein , und es ist daher auf eben soviel Stellen genau 
sin 16°22'12"8 = 0,2818428. 


II. Graphische Rectification und Transposition 
von Kreisbögen. 

Aus den Formeln 11. und 12. des vorigen Abschnittes er- 
hält man 

, / < 3» — jv s + ,/ 5 ü 5 , 

. /> 3v — $v 3 , 

und es lassen sich diese Ungleichungen benutzen, um die Differenz 
v (2 + coe v) — 3 sin v 

zwischen zwei Gränzen cinzuschliessen. Nimmt man erstens 


statt des Minuenden den oben erwähnten zu grossen Werth und 
statt des Subtrahenden den zu kleinen Werth, so hat man 
v (2 -)- cos v) — 3 sin v <[ ^ ( v s ; 

nimmt man dagegen den Minuenden zu klein und den Subtra- 
henden zu gross, so wird 

v (2 -f cos v) — 3 sin v > t? 5 — , i ö v 7 . 

Ui* 
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— 3 -( 4 -- K D = 0,523373 ; 


Je kleiner » ist, desto weniger betragen die rechten Seiten der 
vorigen Ungleichungen und um so eher darf man sich erlauben, 
v (2 + cos v) — 3 sin v = 0, 

oder 

3 sin v 
2 + cosv 

zu setzen. In wie weit dies richtig ist, mag das Beispiel v — 
Are 30° — J Tr zeigen. Dann müsste sein 
i _ 3-i 3 

i7T 2 + i/3 4 + /S 

der wahre Werth von tc ist 0,523599, mithin beträgt der 
Fehler 0,000226; für einen Kadius = O ra ,5 ist die Differenz 
= T V Millimeter, also ganz unmerklich, und hieraus geht her- 
vor, dass man bei graphischen Arbeiten die obigen Formeln 
zur Rectification von Bögen <30° benutzen kann. Dies 
giebt folgende Construction : durch den Anfangspunkt A des 
gegebenen Kreisbogens AB ziehe man eine Tangente an den 
Kreis und zugleich einen Durchmesser, auf welchem man 
die Strecke AG gleich dem dreifachen Radius nimmt; die Ge- 
rade CB schneidet dann von der Tangente eine Strecke AD ab, 
die dem Bogen AB sehr nahe kommt. Es ist nämlich für 
den Radius = 1, Are AB = v, BE = sin v, 

CE ; EB = CA : AD, 

d. h. 

2 + cosv.sinv = 3: AD, 


woraus 

. T , 3 sin v 
AD = oT — 

2 + cos r 

oder näherungsweis AD = v — Are AB folgt. 

Wenn der zu rectificirende Bogen mehr als 30° fasst, mit- 
hin J n übersteigt, so liegt er entweder zwischen \ n und f n 
oder zwischen \n und ^ n u. s. w. Man rectificirt dann nach 
§ 35 die halbe Kreisperipherie, wodurch man eine Gerade von 
der Länge n erhält, und bestimmt hieraus dasjenige Sechstel 
von tc, welches dem Bogen AB am nächsten kommt; ferner 
rectificirt mau den überschiessenden Bogen, der nun jedenfalls 
weniger als 30° fasst, und addirt die beiden erhaltenen Geraden. 

Die vorigen Constructiouen lassen sich auch umgekehrt 
anwenden, um auf einem gegebenen Kreise einen Bogen abzu- 
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schneiden, der einer gegebenen Geraden gleichkommt. Ist erstens 
die gegebene Strecke im Verhältnis zum Radius so klein, dass 
der gesuchte Bogen voraussichtlich nicht mehr als 30° fassen 
wird, so legt man AD tangential an den Kreis, zieht wieder 
AC und DC, welche letztere den Kreis in B schneidet; AB 
ist dann der verlangte Bogen. Im entgegengesetzten Falle 
rectifieirt man den Halbkreis und tlieilt die erhaltene Strecke 
n in sechs gleiche Theile; die gegebene Gerade besteht dann 
aus einigen solchen Sechsteln plus einem Überschüsse < J n. 
Man überträgt nun zuerst den Überschuss auf den Kreis und 
vergrössert den erhaltenen Bogen um die nöthigen Sechstel des 
Halbkreises. 

Hieran knüpft sich endlich noch die Aufgabe, einen ge- 
gebenen Kreisbogen auf einen anderen Kreis zu übertragen. 
Die Lösung besteht einfach darin, dass man erst den gegebenen 
Bogen rectifieirt, und die erhaltene Strecke auf den zweiten 
Kreis überträgt. 


III. Die regelmässigen Vielecke. 

Um die Genauigkeit der in § 30 angegebenen Näherungs- 
construction für regelmässige Vielecke beurtheilen zu können, 
wollen wir dieselbe der Rechnung unterwerfen. 


Fällen wir von G aus das 
Perpendikel Gl auf BE und 
setzen AC = r, AI = x. 
Gl — y und GH = z, so ist 
wegen CF = CE auch IG = 
IE, oder IG = AI+ AE, d. h. 

2 r 


Fig. 160. 


1 ) 


y 


z + 



ferner III = AH — Al = 3 


O r 

x und 

»i 


d. 


GIF = GP + HI\ 

l i 2) 


, , 6 ** \* 

+ 1 « “* 


und aufgelöst nach gehöriger Zusammenfassung 

2) g* 


40 r J 8r . „ 

, — x + 2x*. 
« n 1 
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Um nun x zu finden, bemerken wir, dass ein rechtwinkliges 
Dreieck entstehen würde, sobald die Geraden AG und JBG ge- 
zogen werden , und dass folglich Gl' = AI . IB sein muss ; 
nach unserer Bezeichnung ist dies 

(« + | r ) S = x(2r— x) 

oder auch 


3) 


2 z* = 


(2n — 4)r 


X- 


4r 2 

n 


und wenn wir dies in die Gleichung 2. substituiren, so wird 

e i — 36r ’ (2n — 12)r, 

n 2 n 


4 ) 


x. 


Sehen wir dagegen die Gleichung 3. als quadratische mit der 
Unbekannten x an, so ergiebt sich durch Auflösung derselben 

~ _ »-2±/(»^2 j '*'=8 

* ~ 2n r - 


Hier muss das untere Zeichen genommen werden; die Linie 
FF schneidet nämlich den Kreis zweimal in G und G' und 
folglich giebt es zwei Werthe von x, nämlich AI imd AI' 
(wenn man sich von G' das Perpendikel G'I' herabgelassen 
denkt), von diesen Werthen können wir aber, der Construction 
zufolge, nur den kleineren brauchen und mithin ist: 
x = n-2-/(n-2)»-8 j . 


Die Formel 4. verwandelt sich jetzt in die folgende: 

^ [36 + (n 6) (n 2) (w 6) (/( W -2) 2 - 8] , 

wobei man noch (» — 4) 2 -(- 32 für 3G + (n — 6) (n — 2) setzen 
kann. Da nun z näherungsweis die Seite des regelmässigen 
Sehnenvielecks von n Ecken sein soll, so wäre also, wenn wir 
s„ für z schreiben, 

5) s n = — 4) s + 32 — (n — 6) v/(w— 2)*— 8. 


In wie weit dies richtig ist, lässt sich dadurch entscheiden, 
dass man den Centriwinkel des in Bede stehenden Vielecks be- 
rechnet; man hat nämlich unmittelbar für diesen Winkel, welcher 
<o heissen möge, die Formel 
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andererseits aber auch sin - — sin = | s„ oder, wenn mau 
für s n die vorige Formel nimmt und r = 1 setzt, 

7) sin\to = (n — 4) 2 + 32 — (» — 6v/(» — 2) s — 8. 

Hiernach lässt sich der Sinus von J w berechnen; die Tafeln 
geben dann folglich auch «, und der so bestimmte (Zentri- 
winkel müsste nuu bei einer vollkommen genauen Formel = ■ 


sein. Nehmen wir beispielsweis n — 7, so ist der wahre (Zentriwinkel 

ufiO 0 

o> = — = 51° 25®'; 


die Formel 7. dagegen giebt 

sin l oi = T V l/41 —v/17 = 0,4337596. 

Hierzu gehört den Tafeln nach der Winkel 

ja = 25*42 w = 51°24f', 
was von dem wahren Werthe nur wenig verschieden ist. Um 
überhaupt die Genauigkeit der Formel 7., d. h. der angegebenen 
Constructiou, beurtheilen zu können, geben wir folgende kleine 
Tabelle, worin co den wahren Werth des (Zentriwinkels und 0 / 
seinen Näherungswerth bezeichnet. 


n 


0) 



M 


Diff. 

7 

51 0 

24' 

2 

.1 

51» 

25' 

3 

Y 

— 1' 

Vl 

9 

39° 

56' 

l 

3 

40» 



— 3' 

2 

3 

11 

32° 

40' 


32» 

43' 

T*r 

-3' 

rV 

13 

27» 

38' 

2 

3 

27° 

41' 

* 

-2' 

34 

3 e 

15 

23° 

58' 


24» 



— 2' 


17 

21» 

9' 

1 

3 

21» 

10' 

H 

— 1' 

1Ä 
Ti f 

19 

18» 

56' 

1 

3 

18» 

56' 

10 
1 9 

— 0' 

2 9 
7* 

21 

17° 

8' 

2 

5 

17“ 

8' 

\ 

— 0' 

0 

anr 

23 

15» 

39' 

1 

3 

15» 

39' 

A 

+ 0 ' 

1 4 
9 9 

45 

8» 

1' 

a 

8» 



+ 1' 

1 

3 

67 

5° 

23' 

t 

5° 

22' 


+ 1' 

jVr 

89 

4» 

3' 

t 

4» 

2 ' 

H 

+ 0' 

^5? 

101 

3° 

35' 


3» 

33' 

rVr 

+ 1' 

■fVr 
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Ein weit bequemeres und zugleich genaueres Mittel zur 
Construction regelmässiger Vielecke bieten die trigonometrischen 
Tafeln. 

Soll nämlich überhaupt ein in Graden, Minuten u. s. w. 
gegebener Winkel AOB graphisch dargestellt werden, so nimmt 
man aus den Tafeln den Werth von 
tan AOB, der im Allgemeinen die Form 

eines Bruches — hat, und construirt nach 

in 

irgend einem Maassstabe ein rechtwinkliges 
Dreieck, dessen Katheten m und n zu 
Längenzahlen haben, nämlich OM — m, 
MN — n; der Winkel MON ist dann 
der gesuchte Winkel AOB. Hierbei muss man den Werth 
von tan AOB soweit abrunden, als die Genauigkeit des an- 
gewendeten Maassstabes geht. Soll z. B. der Winkel von 
24° mittelst eines Maassstabes construirt werden, dessen Einheit 
ein Centimeter ist , so würde man statt tan 2 4" = 0,4452287 
setzen 

tan 24° = 0,45 = 

also m = 20, n — 9 nehmen; dieser abgerundeten Tangente 
entspricht der Winkel 24° 13' 40", man begeht also einen Fehler 
von 13' 40". Weit genauer wird dieses Verfahren, wenn man 
nicht schlechthin abrundet, sondern einen gewöhnlichen Bruch 
aufsucht, der jenem Decimalbruche nahe kommt, aber aus 
kleineren Zahlen besteht*). So ist z. B. 0,4452287 wenig ver- 
schieden von -jVt = 0,4452554, und wenn man jetzt 

tan 24° = -jVf = 

nimmt, was mit Hilfe eines Transversalenmaassstabes ebenso 
leicht zu construiren ist, wie der vorige Werth, so erreicht der 
Fehler noch nicht 5 Secunden. Für den praktischen Gebrauch 
geben wir folgende Tabelle zur Construction regelmässiger 
Vielecke. 


Fig. 161. 



*) Solche Brüche findet man bekanntlich mit Hilfe von Ketten- 
brücken. 
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n 

tan «' 


0) 


i 

7 

7 9 
6 3 

51°25'43"5 

51° 25' 

42"9 

+ 0"6 

9 

47 
Ä 6 

40° 0'22"5 

40° 


+ 22"5 

H 

39° 59' 57"7 


— 2"3 

» 

* 

m 

32° 44' G"8 
32 “43' 37"9 

32° 43' 

38"2 

+ 28"6 
— 0"3 

13 

n 

74 
i 4 1 

27°41'58"1 
27° 41' 29"4 

27“ 41' 

32"3 

+ 25"8 
— 1"9 

15 

ß 1 

T3T 

24° 0' 4"6 

24° 


+ 4"6 

17 

n 

rVr 

21° 10' 52"9 
21 “ 10' 32"7 

21° 10' 

35"3 

+ 17"6 
— 2" 6 

19 


18° 56' 47"4 

18° 56' 

50"5 

— 3"1 

21 

f! 

17° 8'43"9 

17° 8' 

34"3 

+ 9"6 


I 


Bei grossen n wird tan m ein so kleiner Bruch, dass das 
rechtwinklige Dreieck, welches zur Construction von &>' dient, 
zwei sehr verschiedene Katheten erhält, was für die Zeichnung 
eine Unbequemlichkeit ist. Man thut dann besser, 2o>' oder 
4w' u. s. w. zu bestimmen und rückwärts zu theilen; z. B. 


n 

tan 2 w' 

/ i 

01 1 10 

d 

23 

25 

27 

29 

31 

n 

10S 

'iirT 

m 

14 

m 

15° 39' 7”4 
14° 23' 58"7 
13° 20' 0"3 
12“ 24' 52"8 
11° 36' 46"4 

15° 39' 7"8 
14° 24' 

13° 20' 

12° 24' 49"7 
11°36'46"5 

— 0"4 

— l"3 
+ 0"3 
+ 3"l 

— 0"l 


Sollten die angegebenen Werthe von tan oj' oder tan 2«' 
nicht bequem genug für den gerade zur Hand liegenden Maass- 
stab sein, so kann man sie leicht dadurch passend machen, dass 
mau Zähler und Nenner mit einer zweckmässig gewählten Zahl 

multiplicirt oder dividirt; z. B. u. s. w. 
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IV. Das regelmässige Siebenzehneck. 

Unter die wenigen regelmässigen Vielecke, welche geo- 
metrisch in aller Genauigkeit construirt werden können, gehört 
noch das regelmässige Vieleck von 17 Seiten. Da die Berech- 
nung desselben ohne Trigonometrie nicht möglich ist, so musste 
sie in § 30 übergangen werden; wir holen sie hier nach. 

Die Seite des regelmässigen Siebenzehnecks würde sich 
leicht finden lassen, wenn man den Cosinus oder Sinus von 

-j ; y oder von -jy- anzugeben wüsste. Setzen wir -jy- = </, so 

ist cos <f vorläufig unbekannt und ebenso sind es cos 2 <p , cos 3 <p 
u. s. w. ; es giebt aber Beziehungen zwischen diesen Unbekannten, 
mittelst welcher man ihre Werthe finden kann. So ist z. B. 
nach Formel 2. in § 43 für n = 8, « = <p 

cos (j — cos 2 (f cos 3 (ji — . . . -j- cos 7 <p — cos 8 (p 

i cos (8 -(- i) qp , cos 90° 

“ 2 cos ^ cp * „ 90“ 

1 < 

oder 

1) cos <p — cos 2 (f -f- cos 3 q — ... — cos 8 <p = %• 

Vertheilen wir die acht vorhandenen imbekannten Cosinus 
in zwei Gruppen dergestalt, dass 

j X — cos 3<p -j- cos — cos 6 <p + cos 7 tf 
\ Y = — coscp -)- cos 2 tp -f- cos 4 <f -f- cos 8<p 
gesetzt wird, so haben wir nach dem Vorigen die Gleichung 
3) X—Y = *, 

und es würden sich die Unbekannten X und Y finden lassen, 
wenn man noch eine zweite Gleichung zwischen denselben er- 
halten könnte. Zu diesem Zwecke bilden wir das Product 2XF 
und zerlegen jedes doppelte Partialproduct von zwei Cosinus in 
eine Cosinussummc ; die Ausführung dieser sehr leichten Rech- 
nung giebt 

2X1’’ = 4 [ costp — cos 2 (p + cos 3<f — . . . — cos 8<f \ 
und hier kommt rechter Hand wieder jene schon in Nr. 1. 
summirte Reihe vor; wir erhalten so XT = 1 und durch 
Auflösung der nunmehrigen zwei Gleichungen X — Y — \ 
und XY == 1 

X = J (+ 1 ± |/l7>, Y = { (— 1 ± \/l7), 
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wo wir aber nur das obere Zeichen gebrauchen können, weil 
aus naheliegenden Gründen X und Y positive Grössen sein 
müssen. Wir haben also 

4) X = cos 3 (p + cos 5 <f — cos 6 «/! + cos 7 <f = { (j/17 + 1) , 

5) Y = — cos<f + cos2<p + cos4y ~\-cos8(f — j (y/ 1 7 — l). 
Wir zerlegen weiter X in zwei Theile x und £ der Art, 

dass 

6) cos 3 (f> + cos 5 y — $, cos 6 <p — cos 7 cp = x 

ist, wo nun £ und x jedenfalls positiv ausfallen ; wir haben dann 

? — x = X = *(1/47 + 1); 
ferner findet sich durch Multiplication und Zerlegung 

2 ‘ix — cos q> — cos 2 (p + cos 3 (p — ... — COS 8 <p = *•. 
Durch Auflösung der beiden Gleichungen | — x = X und 
§x = * wird 

7) ? = l (j/ X*+l + X) 

= i (l + 1/17 + ^34 + 2+1?) = ■ ?, 

8) r = ± (l/X* + 1 - X) __ 

= l(— 1 — 1/17 + 1/34 + 2+17) = Ja?'. 

Auf ähnliche Weise zerlegen wir Y , indem wir setzen 

9) cos (p — cos 4 (p — t ], cos 2 <p + cos 8 <p = y. 

Es ist dann einmal y — r t = Y, ausserdem findet sich durch 
Multiplication und Zerlegung r t y = j und also 

10) v = i(i/'r»+i— F) 

= * (l — l/l? + 1/34 — 2 +1 7) = i »/, 

11) y = i(i/r*+i + r) 

= i(— 1 +1/17 + 1/34— 2 +T?) = ly'. 

Betrachten wir nun die vier Gleichungen 
1 21 ( cos 3 (/ + cos 5 <p = £, cos 6 (p — cos 7 </ = x, 

' l cos <p — cos 4 <p = Tj, cos 2 <p + cos 8 <p = y, 

welche vier bekannt gewordene Grössen (f , x, jj, y) und acht 
Unbekannte (die Cosinus) enthalten, etwas näher, so bemerken 
wir darin eine so eigentkümliehe Verbindung der Unbekannten, 
dass die Bestimmung der letzteren ohne Schwierigkeit ausführ- 
bar ist. Jene Verbindung der Unbekannten besteht darin, dass 
man aus irgend einem Paare von Cosinus, welche in einer 
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solchen Gleichung durch Addition oder Subtraction verbunden 
sind, sogleich das Product zweier Cosinus ableiten kann, die in 
einer andern solchen Gleichung Vorkommen. In der That er- 
hält man durch Umsetzung jeder Cosinussumme oder Cosinus- 
differenz in ein Cosinusproduct aus Nr. 12. 

2 cos (p cos 4 </> = £, 2 cos2(p cos 8<f — a:*), 

2 cos 6 <f cos 7 (f = Tj , 2 cos 3 <p cos b<p = y. 

Stellt man diese Gleichungen mit den vorigen so zusammen, 
dass in je zwei Gleichungen immer dieselben Winkel Vorkommen, 
so hat man 

cos 3 <f‘ -j- cos 5 (f = £, 2 cos 3 tp cos 5 ip = y, 

cos & if> — cos 7 (p = x, 2 cos 6 <p cos 7 <p = rj, 

COS (f COS 4 (p = Tj , 2 COS (f cos 4 </ = f, 

cos 2 <p -f- cos 8 <p — y, 2 cos 2 cp cos 8 <p = x, 

und hier übersieht man die Möglichkeit, sämmtliche acht unbe- 
kannte Cosinus zu entwickeln, da in dem ersten Gleichungspaare 
nur die beiden Unbekannten cos 3 cp und cos 5 cp Vorkommen, 
ebenso im zweiten Paare die Unbekannten cos 6 <p und cos 7 cp 
u. s. w. Wir wählen hier, wo es auf das Siebenzehneck an- 
kommt, dessen Centriwinkel 33 y = 2 . = 2 cp ist, das 

letzte Paar von Gleichungen, weil dieses den fraglichen Winkel 
enthält. 

Durch Auflösung der beiden Gleichungen cos 2 cp + cos 8 cp 
= y und 2 cos 2 cp cos 8 cp = x findet man 

cos 2 cp — 4 (y ± Sj y i — 2a;) 
cos 8 cp = \{y qr VV — 2a:), 

wo man gleichzeitig entweder die oberen oder unteren Zeichen 
zu nehmen hat; die letzteren dürfen hier aber nicht benutzt 
werden, weil sonst cos 2 cp kleiner als cos 8 cp ausfallen würde ; 
so ist 

13) cos2cp = £(y+VV — 2«), 

oder, wenn man statt y und x setzt jy' und Ja:', 
cos 2 cp = (y‘ -f \Jy'*— 16a:') . 

*) Nämlich cosGcp — cos 7 cp — cos <ocp -f- cos (180° — 7 <p) — cos fi <p 
cos (1 7 qp — 7 cp) — cos 6 cp cos 10 cp — 2 cos 2 cp cos ü cp. Einer ähn- 
lichen Umwandlung bedarf die Differenz cos cp — cos A cp, um sie erst in 
eine Summe und dann in ein Product umzusetzen. 
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Subatituirt man jetzt für y und x' die unter 11. und 8. ge- 
fundenen Werthe 

y' — — 1 + /l7 + /34— 2+17, 
x' = — 1 — /l7 + 1^34 + 2 +17 , 
so ergiebt sich nach einigen , weiter keinen Schwierigkeiten 
unterworfenen Reductionen 

y'* — 16 + = (l7 + 3/l7 — /l70 + 38+17) 
und in Folge davon nach Ausziehung der Wurzel und Addition 
von y' 

14) cos 2y = 

r 1 « [— 1 + /ä4 — 2 +17 + 2 |/l7 + 3 / 17 — /l70 + 38+17 ]. 

In einem mit dem Halbmesser 1 beschriebenen Kreise ist 
2 sin — \Z‘2 — 2 cos 2 g> die Seite des regelmässigen Sieben- 
zehuecks, also 

„ • m. j 360 1 ' 

15) 2 sm </ = Uhora -j- = 

J 1/34 — 2 1 / 17 — 2 / 34 — 2 /i7 — 4/ 17+3+1 7—/ 170+38/17 
und bei numerischer Berechnung 

QßflO 

'2sin<f = Chord -jy- = 0,36749903583314... 

Um eine Construction für das reguläre Siebenzehneck zu 
erhalten, würde es sehr unvorteilhaft sein, von einer der ver- 
wickelteren Formeln 14. oder 15. ausgehen zu wollen, man 
kommt dagegen sehr leicht dadurch zum Ziele, dass mau der 
Reihe_naeh X, Y, x, y, cos 2 <f construirt, indem man diesen 
Grössen die zur Construction vorteilhafteste Form giebt. Für 
den Halbmesser 1 wird nämlich nach Nr. 4. 

i x = i/j| + i = /U)*+l£)* + i , 

ferner auf ähnliche Weise nach Nr. 5. 

1 Y = 1 /tt-i = /W + ttF-i*. 

wonach die gleichzeitige Construction von J X und ) Y äusserst 
leicht ist. Man hat dann weiter nach Nr. 8. und Nr. 11. 

x = \/WW±W — l x, 
y = 1/(1 r)H(i) 8 + |r, 

was sich wiederum leicht coustruiren lässt, weil aus dem 
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Vorigen und }Y bekannt sind. Endlich ist nach Nr. 13. 
für \J‘2x = z 

cos 2 (f = £ (y + l/y ! — »*), 

und hieraus findet man cos 2y>, nachdem vorher die mittlere 
Proportionale z zwischen dem Durchmesser ,2 und der Linie x 
bestimmt worden ist. Errichtet man im Endpunkte des Cosinus 
eine Senkrechte auf demselben, so schneidet diese den Bogen 
2 <f ab, womit zugleich die Seite des regulären Siebenzehnecks 
bestimmt wird. 

Man könnte noch fragen, auf welchen Gründen die vorhin 
ausgeführten Zerlegungen in X und Y, x und £ u. s. w. be- 
ruhen, und ob es wohl möglich sein würde, durch ähnliche Zer- 
fällmigen noch andere regelmässige Vielecke zu berechnen und 
zu construiren. Auf diese Frage antwortet „die Theorie der 
Zahlen“ mit folgendem allgemeinen Satze: 

Wenn n eine Primzahl und folglich n — 1 eine zu- 
sammengesetzte Zahl ist, so zerlege man n — 1 in seine 
Primfactoren , wodurch n — 1 die Form 2“ . 3^ . . ... 

erhält; die Theilung des Kreises in n gleiche Theile 
fordert dann die gleichzeitige Auflösung von a Glei- 
chungen des zweiten, ß Gleichungen des dritten, y Glei- 
chungen des fünften Grades u. s. w. 

Da sich durch gerade Linie und Kreis nur Quadratwurzeln, 
d. h. die Wurzeln von Gleichungen zweiten Grades, construiren 
lassen, so folgt aus dem obigen Theoreme, dass die Construction 
eines «-Ecks, n als Primzahl vorausgesetzt, nur dann elementar- 
geometrisch möglich ist, wenn n — 1 eine Potenz der 2 ausmacht. 
Diese Eigenschaft findet statt bei den Zahlen « = 3, 5, 17, 257 
u. s. w. ; doch würde schon die Construction eines regelmässigen 
Vielecks von 257 Seiten überaus weitläufig werden. 



